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1. 


Praca niniejsza zawiera treściwy i elementarny wykład 
własności utworów geometrycznych w geometrji nieeuklidesowej 
hiperbolicznej. Badanie przeprowadzone jest przy pomocy inter- 
pretacji, podanej przez Poincarégo w rozprawie „Sur les hypo- 
thèses fondamentales de la géométrie“, Bulletin de la S. М. Fr., 
rok 1888. Z pośród wielu interpretacji geometrji nieeuklideso- 
wej, podanych przez Poincarć'go i innych matematyków, inter- 
pretacja, którą posługuję się w tym wykładzie, mojem zdaniem, 
jest może najprostszą, a z drugiej strony także w prosty spo- 
sób daje się ująć analitycznie. 


2% 


Co to jest interpretacja? Pomiedzy tworami, ktöremi zaj- 
muje sie matematyka, istnieja pewne stosunki i zaleznosci, 
przyczem całokształt tych logicznych wiązań moze być oddzie- * 
lony od treści wyobrażeniowej, która w naszym umyśle zwykle 
jest skojarzona nierozdzielnie z przedmiotem badania matema- 
tycznego. Przy takiem oddzieleniu całokształt wiązań logicznych 
staje się czemś samowystarczajacem. Jednocześnie zyskujemy 
to, że jeden i ten sam schemat wiązań logicznych może mieć 
rozmaite i wielokrotne zastosowanie, zależnie od tego, czy nam 
uda się podstawić na miejsce nieokreślonych dotąd elementów. 
między któremi zachodziły owe zależności, taką albo inną treść 
matematyczną. Mamy tu jakgdyby abstrakcję abstrakcji; wy- 
chodząc ze Świata przedmiotów konkretnych, przy pomocy 
abstrakcji (pierwszy stopień) budujemy przedmioty idealne, np. 
punkt, prostą, koło i t. p. Koło nasze nie jest już tem albo 
owem kołem z drzewa lub tektury, ale pojęciem oderwanem, 
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lecz w kazdym razie jeszcze silnie zwiazanem ze Swiatem przed- 
miotöw konkretnych, z którego sie to pojecie wylonilo droga 
abstrakcji. 

laczace nasze rozwazania ze Swiatem przedmiotów konkretnych. 
Miedzy idealnemi tworami, któremi zajmuje sie geometrja, 
istnieja zwiazki, które poznajemy droga rozumowania logicznego, 
gdyz mozemy otrzymaé te zaleznošci w postaci twierdzeñ ze 
stosunkowo niewielkiej liczby aksjomatów. Nazwijmy a, b, c,... 
te zasadnicze utwory, przy pomocy których budujemy wszyst- 
kie inne w danej gałęzi matematyki. Narazie możemy wyo- 
brazić sobie, że a to są np. punkty, b proste, c płaszczyzny... 
Lecz łatwo spostrzec, iż te same zależności, ten sam całokształt 
wiązań logicznych może istnieć nawet i wtedy, gdy a, b,c,... 
oznaczają jakieś określone, ale zupełnie inne niż poprzednio 
utwory geometryczne. Nastręcza się więc tutaj możność posu- 
nięcia się o krok dalej w abstrakcji: niech a, b, c,... ozna- 
czają teraz dowolne, bliżej nieokreślone twory pojęciowe, scha- 
rakteryzowane tem tylko, że są to takie pojęcia, takie twory 
myśli, między któremi zachodzą właśnie związki, stanowiące 
pełny zbiór aksjomatów, tyczących się elementów myślowych 
a, b, c,... Oczywiście, te aksjomaty muszą być dane i one sta- 
nowią określenie utworów а, b, с,..., mianowicie а, b, с,... są 
określone przez to, że spełniają taki właśnie, a nie inny zbiór 
aksjomatów. Jeżeli na miejsce nieoznaczonych bliżej pojęć a, 
b, c,... podstawimy określone twory А, В, C,..., między któ- 
remi zachodzą poprzednio wspomniane związki aksjomatyczne 
i tylko te, to wszystkie twierdzenia, wynikające z tych aksjo- 
matów będą również miały miejsce Ша А, В, С,... 

Otóż takich podstawień A, B, C,... może być nieskończe- 
nie wiele. I może się zdarzyć*), że powstające w ten sposób 
geometrje utworów А, В, C,...; A, By, C,,...; А, Ba, C,,.. 
są równoważne między sobą, równoważne w tem znaczeniu, 
że istnieje odpowiedniość doskonała między twierdzeniami takich 
dwóch geometryj. Uzmysłowić to można, jak to robi Poincarć, 
przy pomocy słownika. Wypisujemy jak w słowniku po jednej 
stronie czyli w jednej kolumnie nazwy utworów А, В, С,..., 
np. punkt, prosta it. d.; następnie wypisujemy zawsze w tej 


*) Jeżeli układ pewników jest kategoryczny. 
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samej kolumnie terminy, wyrazajace podstawowe zwiazki miedzy 
temi utworami, jak np. lezeé na, przecinaé sie, i t. d. Naprzeciw 
kazdej 2 tych nazw А, В, С,... lub terminów, wyrazajacych 
wspomniane zwiazki, piszemy po drugiej stronie odpowiadajace 
nazwy utworów A,, В,, C,,... lub ewentualnie zdania, wyraza- 
jace odpowiadajace zwiazki miedzy temi utworami. Wystarczy 
teraz wziąć jakiekolwiek zdanie (twierdzenie), wyrażające wła- 
sność geometrji utworów А, B, С,... i zastąpić każde słowo lub 
ewentualnie niektóre wyrażenia tego zdania przez jego odpo- 
wiednik, przy pomocy opisanego tylko co słownika; w ten spo- 
sób otrzymamy nowe zdanie (twierdzenie), które będzie wyra- 
Zalo własność geometryczną utworów A,, В,, C,,... Mamy tego 
przykład bardzo znany w zasadzie dwoistości geometrji rzuto- 
wej. Wystarczy np. na płaszczyźnie punkt zastąpić przez pro- 
stą, prostą przez punkt, zdanie: „punkt leży na prostej* zastą- 
_ pić przez „prosta przechodzi przez punkt“ i odwrotnie, by 
z każdego twierdzenia otrzymać nowe twierdzenie, również 
prawdziwe. 

Przypuśćmy, że mamy dwie takie geometrje, pierwsza 
` utworzona z elementów zasadniczych А, В, C,..., a druga z two- 
rów A,, B,, C,,...; między twierdzeniami obu geometrji istnieje 
odpowiedniość doskonała i obie odpowiadają temu samemu ide- 
alnemu schematowi wiązań iogicznych. W takim razie geome- 
trję tworów A,, B,, C,,... będziemy nazywali interpretacją geo- 
metrji tworów А, B, C,... i naodwrót. Jasną jest rzeczą, że dla 
zapoznania się z całokształtem wiązań logicznych danej geo- 

metrji obojętną jest rzeczą, którą 7 interpretacyj bierzemy pod 
uwagę; w praktyce wyższość ma możliwie najprostsza (chociaż 
pojęcie prostoty jest bardzo względne!). 
W niniejszym artykule będziemy mieli z jednej strony 
jako utwory А, B, C,... punkty, proste i t. 4. geometrji nieeukli- 
desowej hiperbolicznej (Łobaczewskiego), z drugiej zaś strony, 
jako utwory А,, B,, C,,... im odpowiadające, pewne utwory ge- 
ometrji euklidesowej, jako to punkty, jako odpowiedniki punk- 
tów, hiperbole, jako odpowiedniki prostych i t. p. 


3. 


Zajmiemy się narazie geometrją przekrojów hiperboloidy 
dwupowłokowej 2° — x” — у? = 1 płaszczyznami, przechodzą- 
cemi przez środek (punkt początkowy układu spółrzędnych). 
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Ta sama geometrja stosuje sie do hiperbol, które sa rzutami 
wzmiankowanych przekrojów na płaszczyznę хоу. 

Można ustalić jednoznaczną odpowiedniość między punk- 
tami hiperboloidy 2? — x? — у? = 1, a płaszczyzną zmiennych 
(u, v) zapomocą wzorów : 


2-- Chu: Сну, 
x = Shu Сйу, 
y = Shy, 


gdzie Сіи--3(е--е”), a Shu=}(e"—e-"). 
Kazdemu punktowi u, v plaszczyzny (u, v) odpowiada je- 
den punkt na powłoce górnej H, hiperboloidy, tak iż 2 > 0. 
Odwrotnie, kazdemu punktowi (x, y, 2) na powloce görnej 
H, odpowiada jeden punkt па płaszczyźnie (u, v). W rzeczy sa- 


mej v=arg Shy (jednoznaczność!!); dalej u = arg Th”, co 


takze wyznacza u jednoznacznie, gdyz 2 > 0. 
š Ograniczymy nasze rozważania do jednej powłoki H,; tak 
samo rzut na pł. xoy będzie się składał z jednej tylko gałęzi - 
hiperboli. 
4. Prosta. 


Prosta (a, b, c) nazwiemy przekrój H, płaszczyzną ax —- 
-by--cz=0 (lub odpowiedni rzut). Zauważmy, że, jeżeli 
punkt (x, у, 2 > 0) leży na prostej (a, b, c), to punkt (— x, — y, 
2 > 0) leży na prostej (— a, — 0, с). 

Jeżeli przekrój wspomniany rzucimy na płaszczyznę хоу, 
to otrzymamy równanie rzutu, hiperbole: 
(ax + by)? — с? x° — czy? — с? = о, (przyczem [ax + by] c < 0), 
czyli (a: — c3)x*-F2abxy 4- (02 — с) у= с. . . (1) 
Ograniczymy się do przypadku, gdy a*--b* > c*; przypadek 
а? 1-0? < с? nie daje hiperboli, lecz urojoną elipse і w tym 
przypadku płaszczyzna ax + by + cz = о nie przecina utworu 
H, ; (elementów urojonych nie wprowadzamy). Gdy c = 0, mamy 
prostą ax --by=0. Przypadek, gdy a +- b? = с? jest przypad- 
kiem granicznym; wtedy płaszczyzna ax- ру -- с2 =0 jest 
styczna do stożka asymptotycznego 2° — х? — у? = 0. Niech 
а? + b? = e° --a*; równanie hiperboli (1) przyjmie kształt 


a? = (b cos © — asin Ө)? + 5; 5 
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gdzie х =r cos O, y=rsin Ө, (spółrzędne biegunowe). Gdy 
а > 0, to r — со, iw granicy bcos Ө — asin Ө = о. Mamy więc 
punkt niewłaściwy па prostej bx — ay = o. 

Ostatecznie więc możemy prostą nazwać trójkę liczb 
(а, b, с), przyczem а? -b* > c*. Warunek, by punkt (x, y, 2) 
leżał na prostej (a, b, c) wyraża się równością 

ax + by + cz = 0, przyczem jeszcze (ax + by) c < o. 


"5. Punkty nieskończenie odległe. 


Dla punktów nieskończenie odległych czyli niewłaściwych 
zachowamy zwykły punkt widzenia: będą to punkty nieskoń- 
czenie odległe na H, lub ewentualnie w płaszczyźnie rzutu. 
Proste równoległe będą te, które mają wspólny punkt niewła- 
Sciwy. 

6. Postać normalna równania prostej. 

W równaniu ax -by--cz=0, jak wiemy a*--b* > c°. 
Usuwając przypadek graniczny a*--b*=c mamy zawsze 
а? -- b? > c*. Można więc, przez pomnożenie trzech liczb a, b, с 
przez odpowiedni czynnik normujący, sprowadzić równanie 
ax + by + cz = 0 do postaci takiej, by а? -+ b? — c? = 1. Wtedy 
można tak dobrać / i а, by a=Chicosa, b=Chisina, 
c= Shi. Taką postać równania prostej będziemy nazywali po- 
stacia normalną i będziemy stale w dalszych rachunkach po- 
sługiwać się równaniem prostej w tej właśnie postaci. 


7. Prosta łącząca dwa punkty. 


Przez dwa punkty przechodzi zawsze jedna i tylko jedna 
prosta, (zakładamy, że punkty są różne). 
Niech (X, Jı, 21) i (Xs, Ya, 2) oznaczają dwa różne punkty. 
By uzasadnić nasze twierdzenie, wystarczy udowodnić, że ist- 
nieje zawsze rozwiązanie układu równań: 
ax, + by, + cz, = 0 
ax, + by, F cz = 0 
а? + Р? — с? = 1. 
7. dwéch pierwszych równañ wynika, ze: 
a = k (y, 2 — у 2) 
b=k (2, X — 24X,) 
c =k (x, у — xs Y1): 
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Z trzeciego wynika, że: 
ks (yy Za — Yq 24)? + (24 Xs — 2 X)? — (X Je — Y) = 1. 


Lecz z tożsamości Lagrange а“) wynika, że: 
(Ул Zç — ys 24)? + (24 Xe — و2‎ X1)? — (Xi Ve — Xa у) = 
= (2, 25 — Ху Xo — у, у)? Fr 
Zauwazymy teraz, ze jest: 
242 — ХІХ» — У, уз > 1; 
w rzeczy samej (tożsamość Lagrange'a): 
zz = [1 + xi y) (14435) = (4% 49,94 1 + (x.y. 


2 ? 


ОЗ; ху, FU: So) PRA a więc 212; > (x, % +H e+ ТЕ 


zwazymy, że 2, >0; 2, > О, stad wniosek, ze 2,2 >Х,Х.-- 
+ у, у т 1, czyli ZiZa — Xi X; — Vi Ya 2:1. Dalej А 
k= | z e аы к aż 

(2,2 — X1X2 — Wyo? — 1 V (2122 —x1X2 — уу)? —1 
Znalezlismy jedna i jedna tylko prosta. 


Jednoczesnie udowodnilismy, ze: 
(Vs Ze — ys 21)? - (24 Xs — Za X1)? > (x, ys — Xs у.) 


8. Przeciecie sie dwóch prostych. 


Niech (a,, b,, C,) i (as, bs, cy) oznaczają dwie proste. Punkt 
przecięcia się (x, y, z) tych dwóch prostych, o ile istnieje, czyni 
zadość układowi równań: 

ах 8, y == E 50 
a,x + b, y + cs z = 0. 

O ile uklad ten niema rozwiazañ, proste sie nie przecinaja. 

Z równań wynika, że: 

x = k (b, cz — Бс), y==k(c,a, — 6а), Z= k (@ 6, — a, b,). 


ж) Tożsamością Lagrange'a nazywamy tożsamość: 
(Aa++BB8+-C;)” + (A8 — Ваў + (By = Cg F (Ca — ду) =(A*+-B*+- 
+ ©) (++); 
kladac A хі, B= v i, G = 7, G= x,, Й--у,, 7= z, otrzymamy: 
(z, Мат MI) +(x, Уз 29 Yı y (z ы RN 0 Z, ye 2, ) = 

A ii) 
o co właśnie chodzi. 
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Lecz 2 — x° — у? = 1. Wiec 
k? (а, b; — a, b,)° — (b, c, — b, с)? — (c, a, — cs a, )2) = 1. 


Tozsamosé Lagrange’a: 
(a, a, +, b, — ci c P + (a,6,—a,6,)? — (b, cz — bąc,)” — (e, 4, — 
— ca) = (а, + bf — ci) (а; + b; — с) = 1. 
Stad К (1 — (a, a, + b, bę — с, с) = 1. 


Widzimy wiec, ze dwie proste przecinaja wtedy i tylko 
wtedy, gdy spełniony jest warunek: 


AS DP Ci. GENEZY (2) 


Gdy |a, a -- 6, bs — сус» | =1, to proste nazywać będziemy 
równoległemi; jest to przypadek graniczny poprzedniego. Pozo- 
staje jeszcze przypadek, gdy 


a, dy + b, by — Субу | > 1. 


Wtedy proste ani się nie przecinają ani nie są równoległe. 
W każdym razie wtedy dwie proste nie mają żadnego punktu 
wspólriego. 

Równania prostej piszemy zawsze w postaci normalnej. 


9, Przez punkt dany przeprowadzić można dwie 
proste równoległe do prostej danej. 


Z punktu danego (x,, y,, 2,) można przeprowadzić zawsze 
dwie i tylko dwie równoległe do prostej danej (a,, b,, c,), [za- 
kładając, ze punkt (х,, yı, 2,) nie leży na prostej (а), b,, c,)}. 

Niech (a, b, c) będzie prostą szukaną. Wtedy trzy liczby 
а, b, c muszą zadość czynić trzem następującym równaniom: 

aa, + bb, — cc, = 1, (warunek równoległości). 

ax, + by, + cz, = o, 

а? + b° — с? = 1, 
które trzeba rozwiązać. Rozwiązując, znajdujemy zapowiedziany 
wynik. Ponieważ rozwiązanie jest dosyć długie, prędzej doj- 
dziemy do celu, rozumując w sposób następujący. 

Równanie €? +- 7* — С° = 1 jest równaniem hiperboloidy je- 
dnopowłokowej, sprężonej z hiperboloida 2 — 2° — 1° = I, t.j.dwie 
te hiperboloidy posiadają ten sam stożek asymptotyczny 5° + n? — 
IG =10: 
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Szukane wartości па a, b, c są wartościami š, у, 5, speł- 
niającemi układ trzech równań: 
a, š + 6,1 — e, Š = 1, 
x5 Fp + 26 = 0, 
Sir? 1, 


Dwa pierwsze równania razem wyrażają prostą / (przecięcie się 
dwóch płaszczyzn). Chodzi więc o punkty przecięcia się pro- 
stej (/) z hiperboloidą jednopowłokową š 2-3 — 63 = 
Wiemy, że tych przecięć nie może być więcej jak dwa. 
Chodzi więc tylko o przekonanie się, czy punkty przecięcia się 
prostej (1) z hiperboloidą 2° -- 1° —$*=1 są rzeczywiste. 
W tym celu wystarczy zauważyć, że stożek asymptotyczny 
S21»? — С° — o dzieli przestrzeń na dwie połacie; każda pro- 
sta, wychodząca z początku układu spółrzędnych i leżąca w pierw- 
szej połaci, przecina hiperboloidę 22-- 5° — y? = 1, a nie prze- 
cina hiperboloidy š°-- y? — 6*=1, przeciwnie, każda prosta, 
wychodząca ze środka i mieszcząca się w drugiej połaci, prze- 
cina hiperboloidę 2° -- > — 6? = 1; a nie przecina hiperboloidy 
e — 52 2 = 1. Jeżeli równanie takiej prostej napiszemy 
w postaci: 


to prosta ta należeć będzie do pierwszej lub drugiej klasy, za- 
leżnie od tego, czy p? > т? + n°, czy też р? < т? | n°. 

Każda prosta, równoległa do prostej pierwszej klasy, musi 
przecinać powierzchnię 5° — 2° — y? = 1, każda zaś prosta, rów- 
ac, do prostej drugiej klasy: musi przeciąć powierzchnię 

Fk 
Nasza prosta (/) jest równoległa do prostej: 
SAWA PB) 
Mt. le 
gdzie m=y,c —2,b,, 
N=2Z,0,—X,C, 
p =x,b, Wa, 
przyczem с ----с,. Porównajmy р? z т? +- n; 
р? — т? — п? = (x,b, —y,a,)? — (z,a, —x,C)? — (y,¢ — z, b,)? = 
=— | (4% Tay, — C2)? <0; 
tak więc р? < m*--n* i prosta (/) musi przeciąć w punktach 
rzeczywistych powierzchnię 2° | y? 6° = 1. Żaden z tych 
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punktów nie moze być punktem niewłaściwym, gdyż musiałoby 
wtedy być р? = m? -+ n°, co jak wiemy, niema miejsca. Twier- 
dzę dalej, że te dwa punkty przecięcia są różne; gdyby bowiem 
zlewały się razem, to prosta (/) 


5 6) —– 66 = 1, 
X 5 J10 4 z, Š = 0, 


musiałaby być styczną do powierzchni 5? y? — С° = 1. Po- 
niewaz röwnanie: 
а,5$ bn — 6,6 = 1, 


wyraża płaszczyznę styczną do powierzchni ¿*-!- 1 — С° = 1 
w punkcie 5 =a,, 7 =0,, Š = G, więc nasza prosta (/) może 
być styczną do S° + 1? — 5° = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy prze- 
chodzi przez punkt (a, b,, с,), со ma miejsce wtedy i tylko 
wtedy, gdy 


а X um 0, у; <= сас- 0, 


t. 1. gdy punkt (x,, y,, 2,) leży па prostej (a,, b,, c,)! 


10. Warunek, by trzy punkty lezaty па jednej pro- 
stej, i warunek, by trzy proste przecinały sie w jed- 
nym punkcie. 

Trzy punkty (X, ул, 21), (Xs, уз, 2), (Xy, Ys, 2.) leżą na 
jednej prostej wtedy i tylko wtedy, gdy: 


о Аи PZŻ 0 Sea Et sr(3) 
[Xs Ys 23 
Tak samo, warunek, by trzy 'proste (a,, bi, C1), (as, ds, с) 
i (а, b;. cz) przecinały się w jednym punkcie, jest:. 


a, 5, сі | 
da b, Со y = 0. . ` . . . (4) 
Las % е 


11. Grupa przeksztalceñ ruchu. 


Grupę przekształceń ruchu utworzymy z przekształceń 
linjowych : а Gy eae 
Vi = B, x + Bay + 832 o (O) 
z, = x + 72) + 732, 
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które trójkę liczb (x, y, z) przekształcają na trójkę liczb (x,, уз, 21); 
lecz obie trójki liczb muszą być punktami, czyli dochodzi je- 
szcze warunek taki: „jeżeli 2? — x? — y= 1, to i 21 — xi — y= 1, 
i odwrotnie“. Lecz: 
¿A je + Ay + B jz 
+2 (9172 — Bi Pa — G, dy) XY +2 (Y, 73 —P1 Ps — M а:)Х2-- 2(7%9 — 
— 8,8, — a,as)yz =z — x° — y? 


“p Q — 
1 Ya — By Ba — 010 0, 


Stąd: Y— B,— а= 1, 


7, — В, — 04 = — 1, 7173 — Bi Bs — оз = 0, 
2 02 62,2 م‎ к, 
Ys E 0; ү! a, "АЛ, 1, 7273 — Ba Ps — Ay A, = 0. 


Z tych równości wynika, że: 


а, (to (tz 


Bi E ZE: AEO PIĄ) 
| Ye Mel 
W rzeczy samej Z 717s — PP — 414% = 0 
Vs — B, Bs — 414; = 0, 
wynika Y = k(82 а — B, 4), 


a, = k (PVs — 2%), 
p, = k (V2 — Ys 04); 
natomiast yi — pi 
czyli: K2 (18, di — Bs 02)? — (Ba Ys — Br? — (y, a; — 13 4)” |) =— 1. 


Tożsamość Lagrange'a pozwala równanie BERN na- 
pisaé w postaci: 


k? 4 ( y> В. a | (7% — i= а) — | Gs Gs + Ba Ps — 727s ІҢ = — |, 
czyli: F ==: tista OKE 
А wiec: | в + EJ | 
| dg fg Yo| = G, (Въуз — 7288) + Br О ds — Ys (lg) + 
0; Ps 7 
TA l a ° 1 
+ 71 1% Pg — а pa) = Е (a; қ | By 1)= k = +1. 


Otóż przekształceniami grupy ruchu będziemy nazywali | 
tylko te z pośród rozważanych przez nas poprzednio przekształ- 
ceń linjowych, dla których wzmiankowany wyznacznik równa 
się + 1. 
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Odwrócenie zależności, czyli przekształcenie odwrotne: 


D (ха 007 dy | Рата 
= D’ gdzie D= |ñ, P 8, | =1, D, = | J Pa Bs | = 
Yaya ҰС! | 4 Ye Ys 


| 
= x, (Be Ys — Bs V2) + Vr (ya G, — 73 03) + 2, (as Bs — as Ba) = 4X, 
+ AV — ла. 
Tak wiec znajdziemy ostatecznie: 


| 


X = 4% ру — 71215 
Y = X T PaYa — 79215 sys рь ЛАЛ) 
2---- (X, ух + 7321; 


te zaleznošci sa tego samego ksztaltu, co poprzednie, czyli 
takze musi byé: 


а,--4,- Oy, = 1, ау, dy da — а з = 0, 
292 pe ы : CER 
д, HB, Ж bs = 1, 0447177 Ga Yə — Gs Уз = О, 
2 2 2 pa К Е? 
het tez Pi ўз T Pale Өз үз = 0, 


ponieważ 2* — x? — y” jest niezmiennikiem naszego przekształ- 
cenia. 


12. Niezmienniki. 


Zajmiemy się najprzód niezmiennikami dla spółrzędnych 
punktowych. Chodzić nam będzie o funkcję spółrzędnych dwóch 
punktów (x,, y1, 2,) i (Xs, Va, 2), która nie zmienia się przy 
ruchu, t. j. przy przekształceniach ruchu. 

Jeżeli х,, y,, 2, i Xs, Yo, z, są spölrzedne tych dwóch 
punktów, ах, у, 2, i x,, y,, z, punktów im odpowiadających, 
to istnieje niezmiennik /(x,, Y,, 2,. Xs, Vs, 2), O ile ta funkcja 
posiada własność, wyrażającą się równaniem: 


FO Vis 21, X2, 29 2) =f (x: , у, ae Ka У re 
Zauwazymy przedewszystkiem, ze: 
5 A р 
jest niezmiennikiem, ponieważ związki między х, —X,, y,—y,, 
2,—2, z jednej, a x, — х,, Js — Jy, Za — 2, Z drugiej strony są 
takie same, jak pomiędzy x, y, Z, a x, y, z, mianowicie: 
Xy — X; = m, (3X — ху} + Gs (ys — у) + z (z, — 21), 


J = Y, = Br Xe х0) + Ba 0% — Ii) + Ba (23 4 21), e 
& 472 a = y, [Xs — X) Ve (Ya — Y) + 73 (2:22). 
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Stad wniosek, ze: 
(2—21) — (у, — y) => (x, —x;)°— (22 a) (Оз) — (Xx, 1* 
lecz: 


z,—z,)*—(y,—y,)’— (к, х) کے‎ — yx) + (e797 — x1) — 
— 2(2,2, — уу. — xix,). 

А więc 2,2, — KR — Jy, Ją = 24 Ze — XX — Va Vas 

czyli ze: Ж иса Pa TAR Xy САРА ҚЫСТ г. 


jest nowym niezmiennikiem. 


13. Odległość dwóch punktów. 


Niech będą punkty (x,, y1, 2) i (Xs, Ya, 2). Odległość dı: 
tych dwóch punktów powinna spełniać, jako funkcja zmien- 
nych X, Jı, 2% i Xs, Yo, 2 następujące warunki: 

1) Być niezmiennikiem przy przekształceniach ruchu; 

2) d, = dzą; 

3) d, —0 gdy x, = х, у=)», 21=2 i tylko wtedy; 
poza tem d, > 0. 

4) Jeżeli trzy punkty (X. у,, 21), (Xs, Yo, 2), (Xs, Js, 25) 
leżą na jednej prostej, to dg — dag = d,;, o ile punkt (Xs, у», 2.) 
leży między dwoma pozostałemi. 

Odcinkiem będziemy nazywali zbiór wszystkich punktów 
(x, y, z) prostej, zawartych między dwoma jej punktami. 

Wyraz „między* będzie miał dla nas zwykłe znaczenie. 
Analitycznie, punkt (x, y, 2) leży między punktami (x,. y,, 2,) 
i (x,, у., 2,), o ile wyznaczniki: 

| X, y; | i | x У | 

Se) 55755359 
mają znaki różne; о ile zaś x,y — xy, i х,у- ху, sa tego sa- 
mego znaku, to punkt (x, y, z) jest zewnatrz dwóch pozosta- 
tych punktöw. 

Jeżeli ma być spełniony warunek, ze po ustaleniu jednego 
punktu (końcowego) odcinka, odcinek tem samem nie jest je- 
szcze unieruchomiony, lecz posiada jeszcze jeden stopień swo- 
body, to w takim razie może być dla pary punktów jeden tylko 
niezmiennik niezależny ; t. j. każdy inny musi być funkcją pierw- 
szego. W rzeczy samej, załóżmy istnienie dwóch niezmienni- 
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ków niezaleznych Ша рагу punktów, wtedy przy przeksztatce- 
niach ruchu mielibyšmy: 


Реа Yis Zis Хх», Vo» 2,) = Const, 
Y (К Vas 2», Xas Vos 2„) = Const. 


О ile ustalimy х,, y,, 2,, to mamy dla х,, у,, z, równania: 


f (xı, Jı, 2» X J, 2) = С,, 
Ф(х,, Yis 2» X, Y, 2)= C;, 
23 — x? — у? — 1. 
Przez te równania x, у, z sa ustalone, o ile niezmienniki sa 
od siebie niezalezne. Czyli punkt poczatkowy (x,, y,, 2,) od- 
cinka określałby położenie punktu końcowego (X,, y,, 2.) wbrew 
założonej swobodzie ruchu. 

Na tej zasadzie przyjmiemy istnienie jednego tylko nie- 
zmiennika grupy ruchu dla pary punktów. 

Ponieważ d, jest takim niezmiennikiem, więc 2,2, — x,x, 
— yy» = f(d) Lt. j. 2,2, —X,x, —y,y, jest funkcją niezmien- 
nika d,. 

Postaramy się utworzyć niezmiennik, któryby spełniał 
wszystkie warunki 2), 3) i 4). Zaczniemy od warunku 4). Przy- 
puśćmy, że rozpatrujemy przypadek, gdy x,y, — x,y, nie równa 
się zeru. Oczywiście, musimy założyć także, że f(d) = f (d,,). 

Niech trzy nasze punkty leżą na jednej prostej. Wtedy: 


ә, x Z 
| а ЕЕ, 
| X; Vs 2, | 
Lecz: 
A Y, 2 x, M 2 | Y; l | 
Zij X, y, Za = |X, у, 22, | = |х, у, 2,2,-У,У,-Х,Х, 
| Xy 9 2 X, у; 2,2, | | Xs Vs 2,2, YY — XX, 
т 1 
—|% у, f(d.) = 0, 
: Xy Ys F(a) | 
czyli: 
(х,у; >. х,у.) + (х,у, SM Ys) f (d) ar (x, у= х,у,) Ғ(а,) -- 0. 
Tak samo: 


(х,у, JE X, Ya) f (d) A (х,у, x, ys) | (х, Ye х„у,) í (d,,) = 0, 
(х,у, Wz х,у.) f (d) гу 5 (х, у, -X y.) f (d,,) ii ce y, Е х,у,) =U. 
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А wiec warunek, by trzy punkty lezaty па jednej prostej, 
przyjmuje postać: 


bok SAL): OŁ) 
LG) WO SPB) 
IF fds) Pla). 552 


E 


czyli rozwijajac: 
1 F 2 f (a. f (d.,) f (d) = Pd) КГУ, (2) 1.7) faldi) == 0, 
skad: 
f (d,) --/(а,.) 8 f (d) T | (7?(а,)--1) (f?(d,.) sz 1). 
Możemy teraz zużytkować warunek 4). Mianowicie z wa- 
runku tego wynika, że: 
dı, = + (d, + а„), 
a więc / (d) —f (d, + d,), zależnie od wzajemnego uporządko- 
wania naszych trzech punktów. Stąd: 
/@„ + dn) = га, - Fda) + V Pda) — 1) (PGE) 1) 
Gdy punkt trzeci zlewa się z punktem pierwszym, to 2,2, — 
— y, y, — X,X, = 1, dalej 4,-- 4,1 d,,— dẹ = 0 i funkcja f (d) 
równa się jedności. Stąd widzimy, że w ostatnim wzorze musi 
być po obu stronach albo jednocześnie +, albo jednocześnie —. 
Mamy więc ostatecznie wynik taki: funkcja / (d) powinna speł- 
niać równania funkcyjne następujące: 
/(и tv) = (и). (0) = V (Pia) —1) {m — 1}, 
Fu.) — УУЗ) —1} FW — 17; 
stad przez dodawanie wynika: 
f(u+v)+-f(lu—v)=2f(u). fv). . . . (9) 
Taki jest funkcjonalny wyraz warunku czwartego. 
14. Równanie funkcyjne /(u+ v) +-/(u—v) = 2/(u) . f(v). 
Udowodnimy, że jedynemi funkcjami ciągłemi, czynią- 
cemi zadość warunkowi (9) są funkcje cos ku i Ch ku. 
Zauwazymy przedewszystkiem, że funkcje /(u)=0 і f(u)= 
spełniają nasze równanie funkcyjne. Odsuniemy te rozwiązania 
banalne i zajmiemy się poszukiwaniem, czy istnieją inne. Zróbmy 
narazie założenie, że takowe rozwiązania (funkcje) istnieją i po- 
staramy się zobaczyć, jakie własności posiadają. Niech v = o, 
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wtedy 2/(u) = 2/(а). f(o); ponieważ f(u) == о, więc /(о)- 1. 
= Dalej z powodu ciągłości funkcji f(u) istnieje takie otoczenie 
punktu u — o, w którym funkcja przyjmuje wartości, zawarte mię- 
dzy 1 —ei 1 -e,przyć > o dowolnie małym. Jeżeli w równaniu 
funkcyjnem uczynimy u — о, to otrzymamy: 


fw) + flv) = 27(0) (У) = 2f (v), 


czyli f(—v) == (у) i funkcja nasza jest parzysta. Wystarczy 
więc uwzględnić np. tylko prawostronne otoczenie punktu z — o. 
Przypuśćmy, że punkt u=a jest o tyle w otoczeniu 
punktu z = o, że nietylko /(а)-- 5, >o, ale że f(u) > о dla 
każdej wartości u w przedziale (o, a), co jest możliwe na za- 
sadzie poprzedniej uwagi. a 
Równanie funkcyjne określa wartość /(u) Ша każdej war- 
tości u, o ile tylko znamy jej wartość w punkcie wspomnia- 
пут и = а. 
W rzeczy samej, jeżeli w f(u у) -f(u--—v) = 2f (u) . f (v) 
podstawimy kolejno: | 
u = a, V= а; 
E TE A О 
SS SI 


u= pa, у--а, 
to otrzymamy: 
f(20 =2f*a)—1, 
f Ba) = 2f (2a) 7 (а) — f (a), 
f (4a) = 2/(30) . f(a) —fLa), 
f (5) = 2/(4а). f(a) — F(3). 
fipa = 2f ip Da fo) —F (p — Du), 


t.j. wzory dla wszystkich wartości u, które są wielokrotnościami a. 


W zależności /(2а)-- 2/%(а) —1 uczyńmy 20 = u, a= > 
SRA) wu 3 P V 7 ee 
wtedy /(u) = JC) — 1; czyli / ЕЗ = | fw)-+-1. 
Niech Be д 
u = a, 2 +: ووهه‎ om’ NS 
2 
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Wtedy: 
($= rori 
r[z)=1 ШЕ Jm- ) p PSSE 


przyczem wartości szukane są tu ART jednoznacznie 


przez wartość -+ pierwiastka, gdyż 5, należy do przedziału (o, а), 


= 


а więc wartość / | jest dodatnia. Tak wiec wartošé szuka- 


>) 


nej funkcji Ша u=-—» przy m > o całkowitym jest w zupeł- 


>= 
nošci i jednoznacznie wyznaczona. 

Poprzednio z wartości funkcji f(u) w punkcie и = а wy- 
prowadziliśmy wartość tejże funkcji w punkcie 2 TAR gdzie 


p > o całkowite. Zastępując punkt u = a punktem u = x° йар 


= 
dziemy wartość /(u) dla u = £ 
kowitemi dodatniemi, zresztą dowolnemi. 

By posunąć się dalej, musimy zrobić założenie, tyczące 
się wartości /(а); mianowicie może być f(a) > 1, f(Q = 1, 
f(a) < 1. Ponieważ usunęliśmy przypadek /(a) = 1, więc można 
przyjąć pod warunkiem ewentualnej zmiany punktu a, że f (а) + 1. 
Rozpatrzmy najprzód przypadek f(a) < 1. 

Można znaleźć kat 9, posiadający tę własność, ze cos 0 = 


a, gdzie p i m są liczbami cał- 


= f (a) > o, przyczem o < Ө < H © określone jednoznacznie. 


Z łatwością przekonamy się, że: 
f(2«) = cos20, 
(30) == cos 39; 
f(pa) = соѕрӨ. 
а Ө а 0 
Tak samo: (z) = COS >° ДЕ = COS ars 


ЖА" pa po a 
Wreszcie: f ( at — cos | | 
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ТТЕ więc, ze w przypadku / (0) < 1, Шаш- a ; 
тату /(u) = cos (а a 5) = cos/u, kładąc 4 = 5" 
Stąd wniosek, ze: / (и) = сов/и rer О) 


Ша każdej wartości и > o. Wynika to z dwóch алаарын 
19 ze do każdej liczby u > o, nie będącej kształtu 3 . а, może 
być dobrany ciąg liczb tego kształtu o granicy równej u, i 2° że 
funkcje f(u) i cos¿u są funkcjami ciągłemi zmiennej u. 

Na początku zrobiliśmy założenie, że funkcja ciągła f(u) 
. istnieje; otóż to założenie jest spełnione, bo funkcja ciągła cos Au 
spełnia, jak wiadomo, nasze równanie funkcyjne. Udowodniliśmy 
więc, że w przypadku, gdy w punkcie u=a*) funkcja jest 
mniejsza od jedności, to niema innej funkcji ciągłej, spełniają- 
cej nasze równanie funkcyjne, oprócz /(u) =cos4u. Jeżeli 
znamy wartość funkcji w jednym takim punkcie a, to tem sa- 
mem wyznaczone są wszystkie wartości tej funkcji jednoznacz- 
nie i ich zbiór tworzy funkcję cos Au. 

Pozostaje do rozpatrzenia przypadek f(a) > I 

Niech więc f(a) > 1. Zawsze można wobec tego znaleźć 
taką liczbę dodatnią r, większą od jedności, że: 


۶)9 => (r : 1); wtedy : 
fea = [r+ А) 
[30) = = 1% zal AA 


zapomocą indukcji udowodnimy, że: 
1 | 
Қра)-- 5? +1": 


Tak samo znajdziemy: 


*) Punkt а >o jest dowolnym punktem, spełniającym warunek, ze 

w przedziale (о, а) funkcja f(u) > o; takich punktów « jest nieskończenie 
wiele, gdyż (0) = 1, а f(u) jest funkcją ciągłą. 

2* 
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zapomoca indukcji udowodnimy, ze: 


(5) 3 > ІНЕ r >), 


i ЕЗ ARR ROS Refy, 7 Т 
i ostatecznie: Pon а) = (r2 r 2 |» czyli: 
1/4 ЕЕ gre ler) y 
pt) (FF +r = (е er sie) см, 
gdzie ¿== : ler > 0, 
przyczem równość ta  /(u) = Chiu Ale a A U 


została udowodniona tylko dla tych wartości z, które są kształtu 
Us= a а, gdzie p i m dowolne liczby catkowite dodatnie. 

Opierając się na ciągłości funkcji / (u) i Ch Au, udowodnimy, 

rozumujac jak poprzednio, że: 
flu) = Chiu 

ma miejsce dla każdej wartości u. Tak więc nasza funkcja 
w tym przypadku jest identyczna z funkcją Chiu, która to 
funkcja, jak wiadomo, spełnia równanie funkcyjne: 

f(u +v) + f(u — у) = 2f (u) . f(v), 
i innej funkcji, spełniającej to równanie i warunek f(a) > 1, 
niema. 

Tak więc соѕ/и i Chiu są jedynemi rozwiązaniami cią- 
głemi naszego równania funkcyjnego, (przyczem / > 0 jest 
liczbą dowolną), o ile odrzucić rozwiązania banalne f(x) = 0 
i f(u)=1. Funkcje znalezione сов Zu i Ch ¿u spełniają także, 
jak łatwo sprawdzić, równania: 


fü +) =f (ш). г) + VIF — 1) (FO) — 1]. 


15. Wzór na odległość dwóch punktów. 


Poprzednio (Nr. 13) udowodniliśmy, że funkcja, /(u) wy- 
rażająca związek 2,2, — y,y, — x,x, = f(d,) między niezmienni- 
kami 2,2, —y,y, - x,x, i d,, spełnia równanie, funkcyjne: 


fu + v) + flu — v) =2/(u) -f V); 
tak więc: 2,2, — x, X, — yy, = Chád,, lub cos./d,,. 
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Lecz udowodniliśmy (patrz Nr.7), że 2,2,-х,х,-у,у, > 1; 
stąd wniosek, że: 


2,2, — Хх, — VJ; = Chid,,, 
czyli: d= + | Arg Ch (2,2, — х, уу). күке (12) 


Latwo teraz sprawdzié, ze i warunki 2-gi i 3-ci sa takze 
spelnione. 

Uwaga. W poprzednich rozumowaniach! zaktadalismy, ze 
wyznaczniki х,у, — х,у,, х,у, — х,у, i х,у, — х,у, nie równaja 
się wszystkie trzy jednocześnie zeru. Otóż przyjmiemy wzór (12) 
jako określenie odległości między dwoma punktami w przy- 
padku najogólniejszym. Łatwo sprawdzić, że nie wyniknie stąd 
żadna sprzeczność. 


16. Przekształcenie spółrzędnych linji prostej. 


Jeżeli punkt (x, y, z) leży na prostej (a, b, с), to ax бу! 

--с2--0; lecz równania grupy ruchu sa: 

X = 4х; + BY, "MA 

J = 4X, 7 BLY, 7,2 

= OX = 23у, TVs 
przyczem między spółczynnikami zachodzą znane związki. Ма 
skutek tego z ax бу -cz = 0, wynika: 
(аа,--ба, -са)х, (aß, I bf, -CB) Y, -( - ay, 70у; TAALA 0, 
gdzie x,, у,, 2, oznaczają spółrzędne punktu, odpowiadającego 
punktowi (x, y, 2). 


Rtadac: а, = аа, + ba, —ca,, 
b, = aB, + bf, — ch, EV Dae МК Loy 
С, = — ay, - 67; LEY» 


możemy otrzymany wynik wypowiedzieć w sposób następujący, 
zważywszy, że: 
a+b —c=a (a; + 8; — 4) ++ Hei +R— E 


1 ШЕЙ, 


+ 2ab(a,a, +3,8,— 7,7) + 2ас(у,у,— 8,8, — a.) + 2bc (7.7, 


ñ В.В, = a,G,) =d--0—=1. 
Jeżeli punkt (x, y, z) leży na prostej (а, 0, с), to punkt 
przekształcony (przez ruch) (x,, y,, 2,) leży na prostej (a,, b,, c); 
a,, b,, c, mają wartości (13). 
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Wzory (13) bedziemy nazywali wzorami na przeksztalce- 
nie spółrzędnych linji prostej (grupa ruchu). 
Ze wzorów (13) wynika jeszcze: 


a = 0,4, + 5,8, CY 
b= aab b HC, Ys 
c = Ai% | 5,8, | Ciz. 


Widzimy więc, że przekształcenia współrzędnych linji pro- 
stej są tego samego typu, co przekształcenia współrzędnych 
punktu. Będziemy mogli bez nowych rachunków wyprowadzić 
stąd cały szereg wniosków. 


17. Niezmiennik dla spółrzędnych linij prostej. 


Ponieważ spółrzędne linji prostej przekształcają się w ten 
sam sposób, jak spółrzędne punktowe, stąd wniosek, że: 


с.с,- а,а, — 6,6, 
jest niezmiennikiem dla spółrzędnych dwóch linji prostych. 
Przytem zauważymy, że: 
(A> a,)* Ж (b, 3E by arr (6 = c? ="24 1 + (c,C,—:4,0, — b,b,) ja 


18. Kąt między dwoma prostemi. 

Wspomniany tylko co niezmiennik c,c, —a,a,—b,b, dla 
prostych (a,, b, c) i (a., b,, с.) jest bezpośrednio związany 
z kątem, jakie tworzą te dwie proste w punkcie przecięcia się, 
o ile, oczywiście, to przecięcie się istnieje, t. j. o ile 

| 0,0, — b,b,— c;c, | 1. 

Wtedy istnieje kąt y,, między temi prostemi, przyczem %,, 
jako funkcja liczb a,, b,, с, i a,, b,, с, ma spełniać następujące 
warunki: 

1) y,(a,, b,,c,, a,, b., с.) jest niezmiennikiem grupy prze- 
kształceń ruchu; 

2) Pu = Pa b 

3) Pis = 0 gdy a, a,, б 
tem p, > o; 

4) jezeli trzy proste przecinaja sie w jednym punkcie, to: 


Dy = Фь E Pag 
Kładąc: a,a, +b,b,—C,c, = f (po) 


¿=0,. с, с, itylko wtedy; poza 


*) gy» jest więc wartością bezwzględną kąta. 
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i rozumujac jak poprzednio, dochodzimy do wniosku, ze funk- 
cja /(y,) spełnia to samo równanie funkcyjne, które otrzyma- 
liśmy poprzednio (I. 13). Ponieważ jednak tu |f(9,,) < 1, więc 


musi być: 
y a a,--b b,— с,с, = COS K P. 


Stąd: 
P= у Атссоѕ {a,a, + b,b, — C,C,) > o. 
Niech а, = — a,, b, = — 6,, c, = — c,; wtedy а,а,-- 0,0, — 
сс, = — a; — b; c; = — 1. Wybieramy k tak, by kat p, 


w tym przypadku był 7; wj takim razie musi być, oczywi- 
ście — 1; 
Ostatecznie bedzie: 
P = Arccos (a, a, + 6,0, — c,c,). 
Łatwo sprawdzić, że w ten sposób określony kat y,, speł- 
nia wszystkie cztery wyszczególnione wyżej warunki. 


19. Linje proste nie przecinające się. 


Jeżeli 3 proste (a,, b,, c), (a,, b,, e) i (a,, b,, с.) przeci- 
nają się w jednym punkcie, to, jak wiemy: 


la, b, с, | 
A= | a, b, с, |=0. 
|а, b, €, | 


8 8 

Odwrotnie, jeżeli A = o, i jeżeli dwie z pomiędzy trzech 
prostych się przecinają, lub są równoległe, to i trzecia prze- 
chodzi przez ten punkt przecięcia dwóch pierwszych lub ewen- 
tualnie jest do nich równoległa. 

Jeżeli zaś A — o i dwie proste się nie przecinają i nie są 
równoległe, to żadnego przecięcia się niema i z trzecią (nie za- 
chodzi też i równoległość). 

Możemy wtedy wprowadzić pewne idealne punkty; i przy 
tej umowie, gdy A =o, to trzy nasze proste przecinają się 
zawsze w jednym punkcie, ale ten punkt przecięcia się może 
być trojakiego rodzaju, może być właściwym, niewłaściwym 
i idealnym, zależnie od tego czy zachodzi pierwszy, drugi, czy 
trzeci z pomiędzy rozpatrywanych poprzednio przypadków, 
t.j. zależnie od tego, czy: 

[a a, --.6,0,— сүс, 
jest < 1, równe 1 lub > 1. 
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Wszystkie proste, przechodzace przez jeden i ten sam 
punkt, tworza pek; pek bedzie pierwszego, drugiego lub trze- 
ciego rodzaju, zaleznie od tego, czy wspölny punkt jest wia- 
ӛсіму, niewlaSciwy (w nieskoficzonosci) czy tez idealny. Pek 
pierwszego rodzaju jest przez powyzsze okreSlony w sposöb, 
nie wymagający dalszych wyjaśnień; to samo tyczy się pęku 
drugiego rodzaju, który składa się z prostych równoległych. 
Co się tyczy pojęcia pęku trzeciego rodzaju, musimy się nim 
zająć teraz bliżej. 

Stosując rozważania poprzednie, tyczące się niezmienni- 
ków, widzimy, że w przypadku, gdy dwie proste (а, 0,, c) 
i (a,, b., с.) nałeżą do реки 3-go rodzaju, t.j. gdy: 

Håb — c,c,| > 1, 
istnieje wielkość /,, mianowicie: 
4, =Arg Ch|a;a,-|- 0,0, — сүс], 


która posiada wszystkie własności, wymienione poprzednio przy 
określeniu długości odcinka i wielkości kąta, mianowicie: 

1) his “Т niezmiennikiem grupy гисһи; 

2) 2 ` 15 

3) i, = 0 gdy a= а,, b, =b,, с, = с, і tylko wtedy, w po- 
zostałych przypadkach ¿, > o; 

4) jezeli trzy proste naleza do topo samego peku trzeciego 


rodzaju, to: SES 
PREZ: гал 


Теп ostatni punkt wymaga pewnego wyjaSnienia, miano- 
wicie sens jego stanie się jasny, gdy uświadomimy sobie na- 
turę geometryczną tego niezmiennika. 

Przedewszystkiem udowodnimy, że, jeżeli dwie proste się 
nie przecinają, to istnieje wspólna do nich prostopadła. 

Niech proste (a,, b,, c) i (а,, b,, с.) się nie przecinają, 
t. j. 10,000. сс 51 

Napiszmy, że prosta (a, b, c) ma być do nich prostopadła. 
Mamy równania: аа 62-6620, 

aa 4-0,0 — сб = о, 


ә 


а? + b? — c? =]. 


Udowodnimy, ze uktad powyzszy posiada rozwiazanie, 
wyznaczajace jednoznacznie prosta. Niech: 


a = o(b,c, —b,c,), b = o(c,a, — с,а,), c = o(a,b, — a,b,) 
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s . ppd ety” 
wtedy dwa pierwsze równania są spełnione, wyznaczmy o tak 
by było spełnione i trzecie równanie: 
оз DiC, БС) ү (с,а.- с,а,)? (a,b, E a, b,)’) AR 1, 

czyli: о? {(a,a, + b,b, — с,с,)? ке co daje: 

| (аа, E b,b, - сс)" Ç 
przyczem znaki + odpowiadaja dwom moZliwym kierunkom 
na tej samej prostej. 

Teraz już łatwo wywnioskować, że pęk trzeciego rodzaju 
jest utworzony ze wszystkich prostych, prostopadłych do tej 
samej prostej, [do prostej (a, b, c)]. 

Spółrzędne (x,, y,, z,) punktu przecięcia się tej wspólnej 
prostopadłej z pierwszą prostą (a,, b,, c,) spełniają warunki 
następujące: 


0 = + 


+ by, + 042, 0, 
(0, ¢,—.6,¢,). x, + ut с,а,) у, — (a,b, — a,b,) z, = о. 
Rozwiazujac, otrzymujemy: 
x, = w (b, (a,b, — a,0,) — e, (a,c, —.c,a,)} = v (a, — a, s Ch Ae} 
kładąc: a,a,-|-b,b, — сс, = ¢Chi,,, gdzie = + 1; 
dalej: y, ="(b,—b, eChź,), z = 2 {с Ch A, —C,). 


Ponieważ z — x; —y, = 1, więc: 
Re ec, Ch hay м c,)* zu (6, 8 b, Ch his)? zę (a, 72а, Ch ы) 1, 


1 
skąd y = + Sha. 
Ostatecznie więc: 
ай, ЕС В, ED, САА, ec, Chi, C 
WAZA ЯҚАА Ne o 
gdzie 8 == + 1, tak, by z, > 0. 


W ten sam sposób znajdziemy spółrzędne punktu (x,, y., 2.) 
przecięcia się tej samej wspólnej prostopadłej z drugą pro- 
sta (a,, b,, с.): 


y y EE c, әй-- GsCh¿, > +b — b ECHA, 
Se oa о» Sha? Shi, 
przyczem 8: ==> Te tak BVE O. 
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Znajdziemy teraz odlegtosé d,, tych dwóch punktów: 


Chd, = 2.2, —х,х, — yy, = e'e" (ec, Cha — c) (ec, Chi, с) — 
12 1772 1772 172 


Sh, 
< (a, "ea, Cha.) (a,— ға, СЛ) — (6,— eb, Chh) (0 eb, Chi) JE 
қүн Sh? i.,, 

EN Sit { Ch? Ag САА = E s E Ch Api 
“42 
Tak więc: Chd,,=-—ee e" Ch2,,; lecz ponieważ Chd,, > o, 


Chi, > 0, więc Chd,,=Chz,,; ponieważ zaś d,, > 0, Ap > 0, 
to dı, ag. Ам 

Tak wiec niezmiennik /, wyraza odcinek wspólnej рго- 
stopadtej, zawartej miedzy dwoma naszemi prostemi, t. j. od 
punktu przeciecia sie z jedna do punktu przeciecia sie z druga. 

Tem samem zostalo wyjašnione pojecie peku trzeciego ro- 
dzaju. Dwie proste, nie przecinające się i nie równoległe, posia- 
dają wspólną, prostopadłą; wszystkie proste, prostopadłe do tej 
wspólnej prostopadłej tworzą pęk trzeciego rodzaju. Przynależ- 
ność prostej (a, b. c) do pęku, wyznaczonego przez proste (a,, 
b,, c) i (a,, b,, c), wyrazi się więc jako warunek prostopadło- 
Sci przez: 


a(b,c, — b,c) + b (c,a, — c,a,) — c (a,b, — a,b) = o, 


czyli przy: 52225 с 
a, b, с, | =o, t.j. istotnie przez A =o. 
йб ні 


20. Niezmiennik mieszany punktu i prostej. 
Odległość punktu i prostej. 


Ponieważ spółrzędne linji prostej przekształcają się w spo- 
sób analogiczny jak spółrzędne punktu przy ruchu, więc musi 
istnieć niezmiennik, utworzony ze spółrzędnych dowolnej pro- 
stej (a,, b,, c) i dowolnego punktu (x,, y,, 2,). Łatwo się prze- 
konać, że tym niezmiennikiem jest: 


ax, ie b,y, ae С,2;,. 


Niezmiennik ten jest blisko związany z odległością punktu 
X;, У, 2, Od prostej a,, b,, с,. 
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Prosta (а, b, c) prostopadła do prostej (a,, b,, с,) i prze- 
chodząca przez punkt (x,, y,, 2,) spełnia warunki: 
aa, + bb, — сс, = o, 
ax, + by, + cz, = 0, 


skad: 
GRZE 0 (0,2, SR VEN b=— о(с,х, =? а,2)), Ca o(a,y, тет b,x,), 
gdzie: о = +j қаланды 


V (ax, by, се) 1 PI 


Proste (а, b, с) i (a, b,, c) przecinają się, gdyż aa, + 
"m bb, "ESY сс, TTE 0. 
Znajdźmy spółrzędne (x, y, z) ich punktu przecięcia sie: 
+-1 
x= 0, (pe ==. Brey gdzie: 0, — — E IA ала er АЛТА 
қ! 1 ) g ) 7 1 (aa, | bb, - сс)? 


= o, (са, — ас), 
z= o, (ab, — a,b). 
Tak więc: 
x= —el(c,x, + a,2,) c, + (ay, —b,x)b,] 0; 
у= 2 ((a,y, — b,x,)a, — (0,2, + у,с,)с,} о; 
z 8{(0,2, + y,¢,)0, + (c,x, + @,2,)a,}o. 
ol. 
V (ax, - + 2,7, + с)? Р 
gdzie s = + 1, przyczem z > o, t. j. ғ = sign 2; 


Gdzie: о = 


niech a,x, + б,у,--с,2,-- Shs; wtedy = гу 
3 о x ,—0,ShA ВЛА 7 02 A GORA 
dalej х=” YA EPEE Chin AI 


| przyczem ¿= 1, 2 przy 4 = 0, poprzednie wzory powinny 
паст PA WER = 

Oznaczmy ea d odległość punktów OWADA SZ). 
Wtedy : 
Chd= 22, — xx, — yy, = [z (Z + с, SAA) — x, (x, — a, Sha) - 


; 1 | 27 
— Y, (y, — 6,ShA)} Cha U i Sh? 


A) суу = Chh czyli 4 — + d. 
А więc a,x; + byy, + c,2, = + Shd, gdzie d jest odległość 
punktu (x,, y,, 2,) od prostej (a,, b,, с.). 
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21. Spółrzędne jednorodne. 


Trzy dowolne liczby A, B, C mogą być uważane za spół- 
rzędne jednorodne: 

1) punktu, jeżeli С? > A? + Bš; 

2) prostej, jeżeli С° < А? — B°; 

3) УШУЫ niewłaściwego lub prostej niewłaściwej, je- 
żeli С? = A? + B?, 

W pierwszymi przypadku będziemy mieli punkt (x, y, 2), 


kładąc x = Ао, у = Во, z= Со, gdzie o — > 
ac 0, ) 0 0 g 0 | ë A. 


„* sign С, 
tak by z >o 
[sign C oznacza + 1, 1 lub о, zależnie od tego, czy C > o, 
Соль 60: 
W drugim przypadku bedziemy mieli prosta өр b, c) 
gdzie a = Ao, b = Bo, c = Co, przyczem © = + MEZA s 


W trzecim przypadku przejście do spółrzędnych niejed- 
norodnych normalnych nie jest możliwe. 


22. Koło, hipercykl i һогісукі. 


Równanie Ax - Ву -Cz=o t.j. jednorodne pierwszego 
stopnia trzech zmiennych x, y, ż wyraża, jak wiemy, prosta 
(o ile A? + В? > C9. 

Co wyraża równanie niejednorodne 

Ax-- By-+ Cz-+ D= o? 

Rozróżniamy trzy przypadki: 

1: 21 BP СА, 

Równanie Ах Ву -- Cz + 2 =0 wyraża w tym przy- 
padku koło, którego Środek posiada spółrzędne jednorodne 
A, В, — C. W rzeczy samej, niech £ oznacza — sign С; niech: 

0 = ZZ, x,= 40, y, = Bo, z, = — C0> 0; 
| САРЫ» 
Do = — Aox — Boy — Coz = zz, — yyy — XX, 


które to wyrazenie, jak wiemy (I. 7), jest Ban od jedności, 
ponieważ 2 >0, 2, > о. Wskutek tego і Do musi być większe 
od jedności, czyli D* > С° — А? — B? i D znaku przeciwnego 
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do С. O ile to będzie spełnione, możemy określić r tak, by 
Chr = Do; wtedy 22, — xx, — уу, = Chr, co wyraża, że od- 
ległość punktu (x, y, 2) od punktu Xo, Jo, 2 jest równa r. Röw- 
nanie nasze wyraża więc koło o promieniu г. Odwrotnie, miej- 
sce geometryczne punktów (x, y, z) których odległość od punktu 
stałego (X,, Yo, 20), jest stała i równa sie r, wyraża się równa- 
niem rozważanego typu 22, - xx, уу, = Chr. Gdy D? < С°? — 

- А? — B*, to równanie nasze nie wyraża żadnego miejsca ge- 
ometrycznego (rzeczywistego); gdy D*— C?— A’—- B’iD.C<o, 
to równanie nasze wyraża koło o promieniu zero czyli punkt 
A Ме. 

2. Przypadek drugi С° < A*-- В“. 

а 1 = _ 

" /A-EB*—C* 
REET p= oI c = CO: wtedy Ax By + Cz -D=o 


Jest równowazne równaniu: 


Niech 0 


ax + by +cz=— Do; 


określmy odległość d w ten sposób, by Shd= Do, wtedy 


otrzymamy 
ax + by + cz= + Shd, 


co wyraża, jak wiemy (20), że odległość punktu (x, y, z) od 
prostej (a, b, c) jest d. Łatwo sprawdzić, że odwrotnie miejsce 
geometryczne punktów jednakowo odległych od danej prostej 
jest rozważanego przez nas kształtu. To miejsce geometryczne 
nazywa się hipercyklem. Tak więc równanie 


Ax + By +- C MEU, 
gdzie A BS С? 


jest równaniem hipercyklu. 

3. Przypadek, gdy C? = A? B?. 

Jest to przypadek graniczny poprzednich. Omawiane tu 
miejsce geometryczne może być rozważane dwojako, zależnie 
od tego, czy C zmierza do granicy | A? — B°: będąc stale 
mniejsze albo stale większe od tej granicy. C i D muszą być 
znaków przeciwnych; innych ograniczeń dla D niema. W tym 
przypadku krzywa nazywa się horicyklem czyli kołem gra- 
nicznem. 
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23. Dwa punkty w nieskofczonosci na prostej. 


Ponieważ do prostej można przeprowadzić przez każdy 
punkt dwie równoległe, każda prosta należy do dwóch różnych 
pęków; przypuśćmy, naprzykład, że do prostej / przez punkt 
jakiś M, nie leżący na I, przechodzą dwie proste równoległe 
do /, dajmy na to |, i 4. Para prostych równoległych li 4 
wyznacza jeden pęk, para / i /, drugi pęk. Wierzchołkami 
tych pęków są punkty niewłaściwe, należące do prostej /. Tak 
więc na każdej prostej mamy dwa punkty niewłaściwe, które 
będziemy nazywali końcami prostej. 

Niech daną będzie prosta: ax - - бу + cz = 0. Kładąc x = 
—гсоѕ Ө, у = rsin Ө, mamy 2--|1--/? i równanie przy- 
biera postać 


| 


| : 1 
a cos O + b sin O + с, а Os 


niech r — œ, to równanie poprzednie zmieni się na а cos Ө +- 
-- b sin Ө —-c=0, skąd dla punktu w nieskończoności 
e eai % sin 0 — С мб; 
Се С 1 

Теп sam wynik moglibyśmy otrzymać w inny sposób, 
zauważywszy, że w naszej interpretacji możemy podporządko- 
wać naszej prostej półhiperbolę, a punktom w nieskończoności 
na prostej odpowiadają punkty w nieskończoności na hiperboli, 
przyczem wartości, znalezione poprzednio Ша sin Ө i со5 6, 
dają kierunki asymptot do hiperboli. 

Zauważymy dalej, że przy zamianie liczb a, b, c przez 
liczby —a, —b, —c, wyrażenie —ac--b przechodzi na 
— ac — b, a wyrażenie — bc — a na —bc--a, skąd wniosek, 
że przy tej zmianie znaku spółczynników a, b, c przestawiamy 
„końce“ prostej. Można więc prostą rozbić na dwie półproste, na 
ах + by +-cz=0 і па — ax — by — cz = 0, czyli na (a, b, с) 
i па (— a, — b, — с). Przyczem każda z tych pölprostych bę- 
dzie miała tylko jeden „koniec*. Półprosta tem się różni od 
prostej, że posiada oznaczony kierunek (zwrot), przyczem każ- 
demu kierunkowi odpowiada jeden „koniec*. 

Z tego punktu widzenia równoległość dwóch prostych po- 
lega na posiadaniu wspólnego punktu niewłaściwego, czyli 
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x wspólnego ,koñca“. Niech prosta / posiada dwa koñce А i В. 
. Równoleglemi do prostej / przez punkt M, są dwie proste, łą- 
czace punkt М 2 ,koñcami“ А і В. Mozna, zreszta, bezpošred- 
nio sprawdzić, ze warunek wyrażający, ze dwie proste (a, b, с) 
i (a, b, cj) mają wspólny „koniec“, jest równoważny warun- 
kowi równo ległości | aa, + bb, — сс, = 1. 

Weźmy teraz pod uwagę „horicykl* Ах--Ву--С2-- 
-|-D=0, gdzie A*-+- B? = С? i zbadajmy, co wyraża to rów- 
nanie, w przypadku, gdy D=0. Przejdźmy i tu do spółrzęd- 
nych biegunowych, х =r cos O, у = r sin Ө; połóżmy, dalej 
А = — Ccos у, В = — Csin p; wtedy równanie nasze przyj- 


mie kształt: cos (© — y) = |! +» któremu to równaniu nie 
można zadość uczynić przy żadnej skończonej wartości r. 
Przechodząc zaś do granicy, gdy lim 1-20, otrzymujemy 


A. 
Er 


sin 0 = sin y = — 2; Stad wniosek, ze nasze równanie Ах- 


cos (8 — y) = + 1, czyli © = ф + 2ka, cos 0 = cos y = — 


FBy--Cz = 0 nie jest odpowiednikiem żadnego punktu 
w odległości skończonej, lecz może być uważane jako odpo- 
wiednik pewnego punktu niewłaściwego. Taki punkt niewła- 
Ściwy będziemy oznaczali przez (А, B, C) z warunkiem А? -|- 
+. BY — С, 
Powstaje wiec pytanie, kiedy prosta (a, b, c) przechodzi 
przez punkt niewłaściwy (A, В, C), który więc ma być „koń- 
cem“ tej prostej. Znaleźliśmy poprzednio dla prostej (a, b, c) 
„końce* wyznaczone przez 
—aczb. 


7а? or Sino LE b , 


cos 0 = 
stąd widzimy, że 

A=ac — b; В--0с--а; С--а?-- b?; 
a dla 2-go końca 

A=ac+b, B=bc—a, C= a+ B°. 


Odwrotnie, jezeli dane sa А, В i C, i jezeli okreslimy trzy 
liczby а, b, c przez równania 
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AA=B BIFA x 
a= — b= = ا‎ 
G 
na zasadzie których a? b? = с2--1, to prosta ах + у --. 
F cez = 0, czyli prosta (a, b, c) przechodzi przez punkt nie- 
właściwy (А, В, С) dla każdego 4; czyli nieskończony zbiór: 
trójek liczb (a, b, c), wyznaczony przez poprzednie równania 
na а, b, i c, gdy 4 zmienia się od — do -- о, daje nam 
pęk wszystkich prostych o wierzchołku (A, В, СІ. 

Przejdźmy teraz do „horicyklu* Ах - By — Cz = u, (u 4:0); 
odrazu widać, że punkt niewłaściwy (A, B, C) jest granicą 
punktów leżących na horicyklu Ax By- Cz=m, a więc, 
jak zwykle, powiemy, że horicykl przechodzi przez punkt nie- 
właściwy (А, В, С). 

Niech Ах -- Ву - С2 = и 
1. Ax- - Ву + Cz = My, (и == Ma) 


oznaczają dwa horicykle o wspólnym punkcie niewłaściwym 
(А, B, С) i niech ах --by--cz=0, oznacza dowolną prostą 
pęku o wierzchołku (A, B, C). Twierdzę, iż odcinek każdej ta- 
kiej prostej, zawarty między punktami jej przecięcia się z jednym 
i z drugim horicyklem, jest wielkością stałą. W rzeczy samej, 
ponieważ 


ТАИ p BŁ A Ry 
RT E , ST" © , = A, 

więc bA—Ba=C, Ас--Са--В, Cb —Bc=A, 
a z równań: Ax + By--Cz=u 
ax by cl, 
wynika, ze Су--(иа--В2 

Cx =bu — Aż; 

ponieważ zaś 22 — x? y 1 =: 0, 


więc (C? — A *— B?)z* -2(Ab — Ba) nz— C? — и? (a + b?) =0, 
czyli, zważywszy, że С? — А? — В? — 0), 
mamy 2Cuz = С 4- и? (2? +- 1). 


Tak więc, spółrzędne punktu M przecięcia się prostej (a, b, с) 
z horicyklem Ax — By + Cz = и wyznaczone są przez: 


С-ны) _ bu — Аг, 


ua + Bz 


x EMS SG C 
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Tak samo, punkt М, przeciecia sie tejze prostej (а, 0, с) z ho- 
ricyklem Ах -+ By -+ Cz = ш, wyznaczone są przez 


2 2 1 
z = с е | ) Cx, = by Аа; Cy, (да + Ва). 


Niech d oznacza odlegtosé a punktów przeciecia sie Mi M,. 


Chd = zz: — xx, — yy, = 2% {(C? — A? — В?) zz; + (Ab — aB) 
(2 + uż) — um, (4? + 1)), bo а? + 6° = 22 + 1. 


2 2 2 
Czyli", Chd еще Caz, — di, (е-е ш RM). 
uu 
Ц, 


¿Chad La a; niech m, > u > 0; wtedy C 0, а 2Shd = 


My 


— My АЗ еа y ==. == 2% 1 = Ау n 
eer ote = Shd + Chd=e', czyli d= lg ты: Мо?па, 
oczywiście, odrzucić warunek m, > џ, i wzór poprzedni pozo- 
stanie w mocy, o ile u i m, są tego samego znaku, pod wa- 
runkiem, że d oznaczać będzie nie liczbę dodatnią „odległość“, 
ale liczbę, odpowiadającą odcinkowi skierowanemu, liczbę, mo- 
gącą być dodatnią i ujemną; wtedy najogólniejszą postacią po- 
przedniego wzoru m 
=l d=1g || а a 
gdzie u, i u mogą być już znaków ZA 
Zauważmy na zakończenie, że dwa końce (A, B, O) 

i (А,, Bı, C,) prostej wyznaczają najzupełniej tę prostą. Niech 
(a, b, c) będzie tą prostą, 
wtedy : ac+ b --оА ac—b --сА, 

bc—a =oB i beta = oB, 

а +b? =oC a+b=0C,, 
skad УЙ B,C— ВС, 515 AC, — А С 

PG AA АВ; Ae: MAD 
A,\C+AC,_ BC,+ CB, 
. В.С ВС, АС, — А,С 

Wzory te wyznaczają półprostą. Przestawiajac końce (А, В, C,) 
i (А,, B,, Cı), widzimy, że liczby a, b, c zmieniają znak, czyli 
otrzymujemy drugą półprostą. 


ЖА 
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Stąd znów wniosek, że trzy punkty niewłaściwe (А,, £,, С,), 
(As, Bs, Co) i (As, Bs, Cs) wyznaczają trójkąt o trzech wierz- 
chołkach w nieskończoności, utworzony przez trzy proste, wza- 
jemnie do siebie równoległe. W naszej interpretacji są to ga- 
łęzie trzech hiperbol, wzajemnie do siebie asymptotyczne. 


24. Geometrja analityczna; spółrzędne 
prostokątne. 


Przyjmijmy jako osie proste (1, 0, 0) i (0, 1, 0); liczby te 
spełniają warunek a*-|-b* —c*=1; oprócz tego proste te sa 
prostopadłe do siebie, bo kładąc a, = 1, b, = 0, c, = 0, a, = 0, 
b, = 1, cz = 0, spełniamy warunek prostopadłości aa, + bb, — 
— сс, +0. 

Jako spółrzędne punktu M (x, y, z) w tym układzie pro- 
stokątnym przyjmiemy liczby § i у, wyrażające odległości 
punktu M od osi, czyli od prostych (1, 0, 0) i (0, 1, 0). Ponie- 
waż odległość d punktu (x, y, z) od prostej (a, b, c) wy- 
raza się wzorem Shd=ax--by-|-cz, więc otrzymujemy tu 
Ша 512) wzory 

ShE = X, Shy =}, 


przyczem dla jednoznaczności odwzorowania, przyjmiemy, że 
E i mogą mieć wartości dodatnie, ujemne lub zero. 

Spuśćmy *) z punktu M prostopadłe MP i MQ odpowied- 
nio na oś (0, 1, 0) i (1, 0, 0); MP=n, МО = 5. W ten spo- 
sób utworzy się czworokąt trzyprostokątny MQOPM, gdzie 
punkt O oznacza początek układu spółrzędnych. Odcinek OQ 
oznaczmy przez о, odcinek OP przez u, przekatnia OM przez r, 
przyczem r będzie oznaczać odległość OM i będzie zawsze — 0, 
gdy tymczasem o i u będą mogły mieć wartości dodatnie 
i ujemne. Ponieważ dla punktu O, х, = 0, y, = 0, z, = 1, więc 
odległość r punktów O і M wyrazi się wzorem Chr = 22; — 
— XX, — yy,, czyli Chr = 2. 


Obliczmy teraz u; dla prostej MP jest a= + m = 
жуг. 
x 
5-0, c= + ——=, а więc odległość u punktu O (0, 0, 1) 
Vy? +1 


ж) Czytelnik zechce wykreślić odpowiedni rysunek. 
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od tej prostej wyrazi się wzorem Shu = ax by + с2 = 


x ShE 
=+ = 2, przyczem znak zależy od tego, któr 
x м-гі Chn przy y g a 
z pólprostych tej prostej bierzemy pod uwage, czyli zalezy od 
zwrotu па prostej. Wybieramy zwrot taki, by u i š byly za- 
wsze tego samego znaku, a wiec 


= 


Shë 
Sh u= Chn’ 
czyli odcinek и wyraziliśmy przy pomocy spółrzędnych pro- 
stokątnych š i у punktu M. Łatwy rachunek daje nam 


Chr 
Chu = Ст. 


Tak зато obliczymy odcinek OQ czyli o. Dla prostej MQ 


y 
mamy b= F —~— , c= + —@ÜAPoP=, 
ч V+ x” Vte 
punktu O (0, 0, 1) od tej prostej wyrazi sig wzorem Sho — 


а--0, а wiec odlegtosé 


= + ===, czyli 
= |1 + x° т 
SSRN 
Sho = ChE: 
przyczem znak obrališmy tak, by o i » byly zawsze tego sa- 
Chr 


mego znaku. Dalej Cho = TRE 


25. Spółrzędne biegunowe punktu M. 


Spółrzędnemi biegunowemi punktu M (x, у, z) są: odle- 
głość r punktów O i Mi kąt półprostej OM z osią (czyli pół- 
prostą) а--0, b=1, c=0. Wiemy już, że Chr=z, czyli 
Chr = + /Sh?§ + Sh*y +1; pozostaje do obliczenia kat Ө pół- 
prostej ОМ z osią; Ша osi тату а--0, b= 1, c=0; dla 


półprostej OM jest a, = — | Gp b, AT a ee 
a więc cos 0 = aa, + bb, Se ga ra En 
seu r 


3* 
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SHES = 
ж жа ° o= А 
a stad cos Өс > Sin у= Shr 


gdyż sin Ө i y muszą mieć ten sam znak. 


26. Trójkat prostokatny. 

Na zasadzie poprzednich wyniköw mozemy 2 latwošcia 
otrzymać szereg innych zależności między wielkościami š, n, 
Cylon Бор; 

Tak naprzykład 

а ShE _ ShwChn Shu Chr _ 
cos Ө = Shy SRR Ci Thu . Cthr. 
Albo też ze wzorów na sin 0 i cos Ө otrzymujemy tg © = ЗАТ, 
5 
czyli Sh = Shn cotg O; 


А ShE Shncotg Ө 
dalej Shu= Chin ЕСЕ 


= Thy . cotg Ө. 


Możemy z tych zależności skorzystać, by znaleźć związki 
między elementami w trójkącie prostokątnym ABC, gdzie kąt 
prosty jest A, przeciwprostokatna BC = a, przyprostokatne АС 
i AB są równe bic. Poprzednio mieliśmy do czynienia z trój- 
kątem prostokątnym MOP, przyczem przy utożsamieniu tego 
trójkąta PMO z trójkątem ABC, przyjmujemy, że x > 0, y > 0, 
czyli, że $>0, yn > 0. Wtedy a=r, b= и, с= т, a kąt C 
równa się kątowi 0. Wypiszmy te z pomiędzy poprzednio zna- 
lezionych zależności, w których wchodzą jedynie wielkości 
fF 0 БӨЛІ БОР 

Chr == Chu = Chn; 
Shn = Shr . sin 0, 
cos © = Thu. Cthr, 
Shu = Thy . cotg 9. 
Zmieniając znakowania, otrzymujemy Ша /\ ABC: 
Cha =Chb . Chc, 
Shc = Sha. sin С, 


cos С-- Thb. Ctha, 
Shb = Thc . cotg С. 


Ze wzoröw, zawierajacych kat C otrzymujemy wzory, za- 
wierajace kat В na тосу symetrji. 
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Tak wiec mamy nastepujace wzory: 


Shb = Sha sinB=cotgC. Thc; 

She = Sha sin С =cotg В. Thb; 
cos В = Chb . sin C= Ctha. Thc; 
cos C=Chc.sin B= Ctha. Thb; 

Cha = Chb. Chc = cotg В. cotg С; 


tę ostatnią równość otrzymujemy, mnożąc stronami równości 
SRD = cotg С. The i Shc = сор В. ТАБ. 


Funkcje są hiperboliczne względem boków, a trygonometryczne 
względem kątów. 

Wszystkie powyższe wzory można objąć jednem prawi- 
dłem mnemotechnicznem w następujący sposób: rysujemy pię- 
ciobok i boki oznaczamy kolejno przez a, В, (с), (0), С; na- 
stępnie mamy prawidło: cosinus każdego wyrazu (hiperbo- 
liczny, jeżeli ten wyraz jest bokiem, trygonometryczny, jeżeli 
jest kątem) w pięcioboku jest równy iloczynowi sinusów wy- 
razów przeciwległych, lub też cotangensów dwóch wyrazów 
przyległych, przyczem elementy (c) i (b) grają osobną rolę, 
gdyż w stosunku do nich należy funkcje z wysłowionego pra- 
widła zastąpić przez odpowiednią kofunkcję, t. j. zamiast np. 
| Sh od (c) należy wziąć Chc, zamiast Cth od (c) należy wziąć 
The i tak samo z (b). 


27. Trójkąt dowolny. 


Ponieważ ruch nie zmienia ani kątów, ani długości bo- 
ków, można przypuścić, iz jeden z wierzchołków naszego tröj- 
kąta jest w początku układu spółrzędnych O, dwa inne wierz- 
chołki są M, (x,, Vis z) i М, (Xs; Vs, 2). Jeżeli М, М, ozna- 
cza odległość punktów M, i M,, to, jak wiemy, ChM,M, = 
= Z Żą X X; — У,у; lecz z, = CROM, 2, =ChOM,, gdzie 
OM, oznacza odległość punktu О od punktu M,, czyli długość 
boku OM, trójkąta; tak samo OM, oznacza długość boku OM, 
tegoż trójkąta. Niech y oznacza kąt między OM, i OM,; w ta- 


kim razie cosy = a,a, + b,b, — сүс», gdzie a, = — eo 
z? — 
x ) x 
b, ==, c, =0; 4 = — a a b === —, = 0. 
Ya 1 раї Va=1 
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хх + уз _ 
Wobec tego cos y = — = —; lecz |z: — 1 =ShOM,, 
g p Je: — 1л Vz: 1 
|22 — 1 =ShOM,, czyli x, x, + у, уз = ShOM, . ShOM, . cos y 
i ostatecznie САМ, М, = Ch O M, . Ch OM, — Sh O M, . ShOM, cos y. 


Przenoszac ten wzór па trójkat o wierzchotkach А, В, С 
i о bokach przeciwleglych а, 6, с, otrzymujemy wzory: ; 


Cha= Chc Chb — Shb . Shc . cos А, 
Сһ5-- Cha Chc— Sha Shc.cosB, 
Chc = Cha. Chb — Sha. Shb. cos С. 


Nowe wzory na zaleznošci miedzy elementami w trójkacie 
otrzymamy, prowadząc w trójkącie АВС wysokość BD, gdzie 
BD | AC. Otrzymamy dwa trójkąty prostokątne ABD i BDC; 
zastosujmy wzór, wyrażający związek między przeciwprostokątna, 
przyprostokątną i kątem przeciwległym; otrzymamy z /\ BDC: 
ShBD = Sha . sin C, a z A BDA: SABD= Shc . sin А, czyli 

Sha Shb _ She 
SPA ShB ShC 

Wróćmy znowu do naszego trójkąta OM, М,, i niech O, 
i r, oznaczają spółrzędne biegunowe punktu M,, a O, i rę — 
punktu М; mamy x, = 8/5, = Shr, cos 9,, y, = Shy, = Shr, 
sin 6,; tak samo x; = 5/7; cos @, y=Shr,sin %; a więc 
х,у» — Yı X = Shr, Shr, sin (Ө, — 9,) = Shr, . Shr, . sin p, przy- 
tem tutaj kąt Ф między OM, i OM, może być dodatni albo 
ujemny. 

Ostatecznie więc 


X, Ve — ху, = Shr, . Shr, . sin Ф. 
Przejdźmy teraz do dowolnie położonego trójkąta ABC 
i niech x,, y;, 2, odpowiadają punktowi А i tak samo В 
(х, Ye, 22) i C (Xs, ys, 2). 
Utwórzmy wyznacznik 


Ы У. 2, 
/\ = | Xx, Ya 25 
X, Vs Z, 


łatwo sprawdzić, że wartość wyznacznika /\ jest niezmiennikiem 
grupy ruchu, gdyż jeżeli wykonamy odpowiednie podstawienie: 
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X, = ах, + a,y, + 92а, 

Yr = В,х, + BY» + Bazi 

Za = Vi Xr Vee + 72 
gdzie k= 1,2,3, a (Xf, Yk» Z) oznacza punkt, który powstał 
z punktu (х,, Ys, 2,) przez ruch, to 


| 1- G, б | Б Y, Z, | х, у, 2 | 
A=| в, В, Вы |, Yo Z, = |x, J: Z, |? 
2 Ya Ya | |X; Ys 2; X, Ys Z, 
665 “| 
gdyz B, 6, В, = 1. 
VETA 
15:64 3 


Сау punkt C jest w poczatku uktadu spólrzednych, to 
x,=0, y, =0, z=1 i Л = x,y, — x,y, = Shr,Shr, cos p. Po- 
nieważ r, i r, jako długości odcinków, a y jako kat sa także 
niezmiennikami grupy ruchu, więc 
A = Shb . Shc. sin A = Shc . Sha. sin В = Sha. Shb . sin C = 

= Sha . Shh, = Shb . Shh, = Shc . Shh,, 
gdzie h,, h,, h. są trzema wysokościami trójkąta ABC. 

Wzory z wysokością h,, h,, h. wynikają stad, że odległość ò 
punktu O od prostej М, М, w trójkącie ОМ, M, wyraża się wzorem: 


ер DZE > = салар 
ШАҒА, зу) сс! 


28. Uwagi rozmaite. 


Godnym uwagi jest fakt następujący. Przeksztalcenia grupy 
ruchu więcej symetrja wyczerpują w naszej geometrji wszyst- 
kie przekształcenia, zmieniające prostą na prostą, bo te prze- 
kształcenia były najogólniejszemi przeksztatceniami linjowemi 
nad trzema zmiennemi X, y, z, przy których wartość wyraże- 
nia 22 — х? — y? pozostaje bez zmiany *). Tymczasem rzecz się 


ж) Myśmy znaleźli, że współczynniki «x, Br, ук, k= 1,2,3 tego prze- 
kształcenia muszą zadość czynić pewnym warunkom, z których wynika, że 
wyznacznik: 


ea ді. | 


а By Ye ss Ы 
ko В» 7: | 
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ma zupełnie inaczej w geometrji euklidesowej, gdyż oprócz 
przekształceń grupy ruchu mamy ж geometrji euklidesowej 
przekształcenia homograficzne (kollineacje), posiadające tę samą 
własność, mianowicie, że prostą przekształcają na prostą. I nie 
można tego faktu zmienić przez wprowadzenie innych nowych 
utworów jako proste, oprócz tych, któreśmy wprowadzili, bez 
naruszenia aksjomatu, że przez dwa punkty przechodzi jedna 
tylko prosta. 

W geometrji euklidesowej prostą zmienia na prostą, poza 
ruchem, naprzykład jeszcze podobieństwo. W geometrji hiper- 
bolicznej (Łobaczewskiego), jak łatwo widzieć, podobieństwa 
niema. By się o tem przekonać, wystarczy przypomnieć sobie 
wzór Cha = cotg В. соір С, który w trójkącie prostokątnym 
ABC wyznacza przeciwprostokątną a w zależności od kątów 
B i C tego trójkąta. Oczywiście, fakt taki stoi w sprzeczności 
z istnieniem podobieństwa. 

Moglibyśmy i dla trójkąta jakiegokolwiek otrzymać wzór, 
wyrażający boki a, b, c w zależności od trzech kątów А, В, C, 
ale poprzestaniemy na tem, zaniechawszy dalszych rozważań 
w tym kierunku, gdyż osiągnięte już podstawowe wyniki pozwa- 
lają z łatwością rozwiązać cały szereg zagadnień z dziedziny 
geometrji Łobaczewskiego, pokrewnych zagadnieniom elemen- 
tarnej geometrj i euklidesowej. Dla przykładu udowodnimy tutaj, 
że trzy wysokości trójkąta przecinają się w jednym punkcie, 
(który ewentualnie będzie niewłaściwym lub idealnym), t. j., 
że trzy wysokości trójkąta tworzą pęk pierwszego, drugiego 
lub trzeciego rodzaju. 

Niech А (x,, y,, 2)), В (х,, у,, 2,) i C(x,, Ys 2,) oznaczają 
trzy wierzchołki trójkąta ABC; wysokości trójkąta są prostemi 
(a,, b,, ch (a,, Dos с.) і CA bs, с.) gdzie а= (y,Z,— 2Y), 
bi = 5, (zX, —x; Zi) c,=4,(x,Y,—y.X,), gdzie i= 1, 2, 3; 
А, А 4, sa spółczynnikami proporcjonalności, а X, Y,, Z, 
oznaczają minory, należące odpowiednio do elementów x;,, Y;, 2, 
w wyznaczniku 


= 
| X, Vor 2 ү 
э Yi 2 | 


Jeżeli wartość wyznacznika jest + 1, to odpowiednie przekształcenia stanowią 
grupę ruchu. Jeżeli tego ograniczenia nie wprowadzimy, to mamy grupę ruchu 
rozszerzoną przez symetrję. 
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W takim razie: 


a, b, с, | Е y, 21 — АҮ, 2,4, — x,Z, x, Y, =— y, 1 
a, b, с, |= 4, 2,0, JZ. ксл, ZKŻ, x, Y, — JX, -- 0, 
a, b, Cz | y,Z, — Z, Y, 2,X, — x,Z, x, Y, — VAs 


bo w ostatnim wyznaczniku sumy elementów tej samej ko- 
lumny równaja się zeru, np. y, Z, — z, Y, JZ, — 2, Y, + YZ — 
— 2; Y 5-55 у2 A. у.2, PNL W (4% Yi ыр 2, e + 2; Y.) = 0, gdyz 
Yi | у,2, | y,Z,= 0 ik p. 

Lecz 


1 


FASO 
ayb, e, | = 
|a, b, с | 
wyraża właśnie, że wysokości (a,, 0,, с.), (a,, b,, с.) i (a,, bz, с.) 
tworza pek prostych. 


3 


29. Teorja równoległości. 


Wróémy do naszego czworokata trzyprostokatnego O PM Q, 
utworzonego przez osie (0, 1, 0) i (1, 0, 0) i dwie prostopadte 
MP i MQ spuszczone z punktu M (x, y, 2) przy x > 0, y > 0 
па te osie; pölprosta PM jest Ss (а,, b,, с), przyczem 


р š wir - oma półprosta QM jest to: 


- y A AS 
= ===, (,=— ; a więc kat 1, jakie tworz 
үзі 2 үлгі е at Y, J a 
półproste MP i MQ jest wyznaczony przez wzór: 
xy __Sh$. Shy 
Vx*-H1.Vy*H1 ChE. Chn 
czyli cos == 7/2. Thy < 1, przyczem cos y + 0. 

Tak więc w czworokacie o trzech kątach prostych, czwarty 
kąt w nie jest prosty, lecz zależy od długości š i y dwóch bo- 
ków czworokąta, obejmujących czyli tworzących kat, jak to 
wskazuje wzór: 


cos y = 2,4, + 6,6, — c,c, = 


cos y = ThE. Thy. 


Suma wiec katów w czworokacie nie röwna sie czterem 
katom prostym, lecz jest mniejsza; tak samo suma katöw 
w tröjkacie jest mniejsza od dwöch katów prostych. 

Odległości PM i QM punktu M od osi, czyli § i » tworzą 
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spötrzedne prostokatne w geometrji Lobaczewskiego. Prosto- 
padie te odcinaja ойсіпкі ОР-- и i OQ= o па osiach. W рео- 
metrji euklidesowej byłoby OP = QM, OQ = РМ, czyli by- 
toby ¿=u, m= o. Tu, oczywiście, to nie zachodzi, bo np. 
Sh UR 
Sho = SRE 
Stąd wynika, że zamiast spólrzednych š i 7 można uży- 
wać spółrzędne «in. Wtedy przejście od x, y, 2 do «in wy- 
raża się wzorami znalezionemi poprzednio 


KR Cin rons p Л Се ЛО 


Te to spółrzędne zastosujemy teraz do badania linij rów- 
noleglych. 

Dzieki grupie ruchu nie zmniejszamy ogólnošci badania, 
zakladajac, Ze jedna z naszych prostych jest osia (0, 1, 0), 
a punkt M, przez który przechodzi druga równoległa jest na osi 
(1, 0, 0). Niech odcinek MO =p. | 

Niech (a, b, c) oznacza naszą równoległą do osi (0, 1, 0); 
wtedy а, = 0, b, = 1, с, = 0 i warunek równoległości: aa, + 
| bb, — сс, = cos g = + 1, przy p =0 lub a. Wartość --1 
odpowiada przypadkowi, gdy nasza półprosta równoległa i oś 
maja ten sam „koniec“, a więc ten sam zwrot czyli kierunek; 
wartość — 1 odpowiada przypadkowi, gdy nasza półprosta ma 
ten sam „koniec“, co oś (0, — 1, 0), leżąca па tej samej pro- 
stej, co oś (0, 1, 0), ale o zwrocie (kierunku) przeciwnym. 

Ponieważ a,=0, b, = 1, с, = 0, warunek równoległości 
daje b=1 lub Koali a warunek a*--b*>—c*= 1, daje 
a = 0°, czyli a= + c. Mamy więc równanie prostej równo- 
ległej w postaci ax + y + az = 0, czyli poprostu у = a. (z + x) 
przy a dowolnem. Wprowadzając spółrzędne u i 7, mamy 

Shy = a (Chu Chy + Shu Shn) =aChn (Chu + Shu), 
czyli: Tn = пе: 
gdy u= 0, to y =p, więc równania dwóch równoległych, prze- 
chodzących przez punkt M będą 

1). Thn=.Thp гет" 
2) Thy = Тһр.е". 

Gdy ---со,іо w pierwszym przypadku 7 — 0, a w dru- 
gim 7— eo, jeżeli p> 0, lub do — œ, ик p <.0. Gdy 
ш > — ço, jest odwrotnie. 
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Wracając do spółrzędnych x, y, z możemy równania па- 
szych równoległych napisać w postaci 


Thp.x—y- Thp.z=0 
і Thp.x--y— Thp.z=0; 


zmieniając w tych równaniach wszystkie znaki na odwrotne, 
mielibyśmy te same proste, ale półproste byłyby inne. Jaki 
kąt tworzą napisane półproste z osią (1, 0, 0)? 

Na zasadzie wzoru cos y = aa, + bb, — сс,, mamy cos y = 
= Thp; dla półprostych przeciwnych byłoby, jak należało ocze- 
kiwać, cos p = — Thp. 

Nie zmniejszając ogólności, możemy założyć, że p >0, 
kąt 9 wyznaczony przez cos р = Thp jest ostry. Теп kat т 
między prostą / i prostopadłą, spuszczoną z dowolnego punktu M 
prostej / na równoległą do prostej / (tu na oś), zależy tylko 
od długości tej prostopadłej p i oznacza się przez л (р). Tak 
же cos z (p) = Тір, 

š 1 
stad sin z (p) = Chp 


ctg a (p) = Shp. 

Z tych wzorów widzimy, że kat ten л (р) zmierza do zera, 
gdy p — co, a dąży do kąta prostego, gdy р — 0. Zależność ta 
między kątem л (р), a odległością p, jest zasadniczą w geo- 
metrji Łobaczewskiego. 

Prosta (a, b, c) przecina oś (1, 0, 0) tylko wtedy, gdy 
|a| <1 i kat utworzony z tą osią jest arcos a dla półprostej 
(a, b, с), a л-- arcos a dla półprostej (— a, — b, — с). Tak 
samo prosta (a, b, c) przecina oś (0, 1, 0) wtedy i tylko wtedy, 
gdy |b|< 1; przypadek, gdy a= +1 odpowiada równo- 
ległości do osi (1, 0, 0), a b= + 1 wyraża równoległość do 
osi (0, 1, 0). 

Stad wniosek, że proste 

E&x + 6) + 52 = 0, 
gdzie e,, e, i e, oznaczają --1 albo — 1 są równaniami pro- 
stych, równoległych jednocześnie do obu osi; mamy 8 możli- 


wych przypadków czyli 8 półprostych, ale tylko 4 różne réw- 
nania, t. j. tylko cztery różne proste, mianowicie 4 proste, łą- 
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czące 4 „końce“ tych osi. Przechodząc do spółrzędnych u i n, 
równania te przyjmują kształt 


Thn = + e+", 


Gdy w Thy =e", u—>— œ, to 4 0, 7 0; gdy u >0* 
to ->--со; u nie moze tu być większe od zera. Prosta 
Thy = e“ przebiega całkowicie w drugiej ćwiartce u < 0, y >0. 
Do każdej więc z czterech éwiartek przynależy jedna z czte- 
rech naszych prostych. 


30. Równanie hipercyklu, horicyklu i koła. 


Hipercykl jest miejscem geometrycznem punktów jedna- 
kowo odległych od prostej. Równanie hipercyklu przyjmuje 
postać najprostszą, gdy tą prostą jest jedna z osi, np. (0, 1, 0). 
Wtedy równanie przyjmuje, oczywiście, posłać 7 =4, gdzie A 
jest stałą odległością punktów miejsca geometrycznego. 

Dla celów, związanych z późniejszemi rozważaniami, ob- 
liczmy długość cięciwy ó hipercyklu 7 = 4, łączącej dwa do- 
wolne punkty tej krzywej M, i M, o spółrzędnych, odpowiednio, 
nin == A L wm і m= A Wtedy dla M, mamy 


x, = Shu, Cha 
y, = Sha 
z == СВА САШ, 5 
а dla punktu М, 
x, = Cha . Shu, 
y, = SAL 
Ze "Cha, Chu, 


Chó = 2,2, — X,X, — y,y, = Ch?A Ch (u, — w) — Sh3A; 


С ЖЕРІ! LU, — u 
AE 2: 2 a 
Sh 2 2 (Chó CHAS 2 !, 


skad Sho = Cha sh” hs. h 
Przejdzmy teraz do horicyklu. 
Równanie Ax + By + Cz = D, gdzie A? + B° = СУ, przed- 
stawia, jak wiemy horicykl. Jezeli przechodzi przez poczatek, 
UJ. przez. punkt x = 0,7 = 0, z== 1 to 


C=D. 
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Тезей һогїсуК1 ma przechodzié przez jeden 2 punktów 
w nieskończoności, czyli „końców“ osi (0, 1, 0), to 5-0 
i a= + с, skąd równanie przybiera postać 


Z = t 
czyli ChuChn + Chy. Shu = 1, Chn.et"=1 
i ostatecznie Chy =e lub CSE E, 


przyczem dla pierwszej krzywej zawsze u > 0, a Ша drugiej 
u<0, bo Chn> 1. . 
Tak wiec prosta postacia röwnania horicyklu jest röwnanie 
Chy: == ek: 

Rozpatrzmy wreszcie trzeci przypadek: koło. Równanie 
Ax + By + Cz =D, gdzie С? > А? + B? przedstawia koło; tak 
więc 2-- 4 jest równaniem pewnego koła. Zaraz zobaczymy, 
że jest to koło o środku w punkcie początkowym układu 
і o promieniu 4, czyniacym zadość warunkowi Chi) = а. 
W rzeczy samej, jeżeli odległość punktu (x, y, z) od punktu 
(0, 0, 1) stale równa się 4, to 

Cha = zz — XX, — yy,; 
gdzie x= 0, зу 505 2, =1, 
a wiec z= CR dQ 

Jeżeli teraz przejdziemy do spółrzędnych prostokątnych 

шіт, to równanie przyjmie postać 
Chn . Chu = CRA; 


to jest röwnanie kola w najprostszej postaci. 


31. Dtugosé tuku. 
Jeżeli As oznacza długość cięciwy, łączącej dwa punkty 
(x, Y, 2) i (x + 4x, y 12 Ay, z+ 42, to 
ChAs = 2 (z + 42) — x(x + Ax) — y (y + Ay), 


czyli zAz—xAx yy = Chás —1=2. 5055. 


Poniewaz 22 — x° ر‎ + 1, 
wiec (z + 42)*= (x + 4x)* + (у + Ay)? +- 1, 
czyli 2242 + Aż? = 2x Ax + 2yAy + 4x3 + Ay?, 
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а więc zdz—xAx— yAy=4{4x?-+ Ay? — 423), 
czyli 4555 = Ах? + Ay? — Az? = As? + wyrazy rzędów wyż- 
szych. 

Stad, przechodzac do rózniczek, mamy 

ds? = dx? + dy? — dz’, 

gdzie ds oznacza rózniczke luku. 

Przez zmianę zmiennych możemy z łatwością otrzymać 
wzór na ds we spółrzędnych prostokątnych џ i n. 

Mianowicie: 

x= Chm Shu, y= Shy, z= Сһи Chm, 
dx = Chn Chu du + ShnShudn 
dy = Chndn; dz=ShuChqdu + ChuShndn 
dx? + dy? — dz? = Ch?ndu? + dm, 

skad ` dst = С?з) . du? + ат). 

Możemy wreszcie wyrazić ds przy pomocy spółrzędnych 
biegunowych (г, 0). 

x = Sh$ = Shr cos Ө 
y = Shq = Shr sin O, 2 = Chr 
dx = — Shr sin 0 dO + Chr cos Ө dr; 
dy = Shr cos Ө dO + Chr sin O dr; dz= Shrdr 
ах? + dy? — dz*= dr? Sir. 48%, 

czyli ds? = dr? + Sh®r . 405, 

Dla przykładu obliczmy długość okręgu koła: 
wtedy r ==Const; 307 = 0 
ds? = Sh*r . d; - ds—= Shr ..d0 


ө 


s = Shr | dO = Shr (Ө, — Ө) dla łuku koła. 
On 
Długość okręgu koła o promieniu 7, równa sie więc 
S= TOIT. 


Obliczmy teraz długość łuku hipercyklu. 
Równanie hipercyklu 


п = А == stata; dy = 0 


http://rcin.org.pl 


47 


ds? = Chn? d w + dy? = СЕ du: 
ds =Chi. du 


s= CRA | аш = (и, — ш). Cha; 


jest to długość łuku między dwoma punktami M, i M,, których 
spółrzędne są m, i = i и, і „=. Liczba 2 jest pa- 
rametrem stałym, charakteryzującym krzywą, a u, — u, jest 
odległością rzutów punktów końcowych M, i M, łuku na oś 
hipercyklu. 
Luk horicyklu. 
Równanie horicyklu Chi =e"; 
ds? == Ch’ndu? + dn’; 
lecz Shndy=e"du=Chndu; Ch?ndu? = Sh?ndy?; 
stad ds? = Sh®nd7? + dn? = Chèn . dn. 
ds = Chndy 
ne 
s= | Chydn = Shn, — Shn,. 
эһ 
32. Mierzenie pól. 
Zaczniemy od stwierdzenia nastepujacego faktu: wyrazenie 


SA jest niezmiennikiem grupy ruchu. 


W rzeczy samej, grupa ruchu jest określona przez 
przekształcenie, podporządkowujące punktowi (x, y, z) punkt 
(X, yo 2,): 


= a,x, + ay, | 4,21, 

A dr B,X, ы BY, R Bs» 

z= 1, X, а 77, = 721, 
gdzie Yia — 4,0, — В,В, = 0 | 05—05 — a=1 
ТӨЛ, В.В. — ма Т АТ : | КЕЗЕ ñ: SW 
1s В,8, a, 0, = Ор ор yd 


1 а; В, M 


Niech do =dxdy; do, = dx,dy,. 
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do — Ado,, gdzie A jest wyznacznikiem : 


RYZ е СОА а +0 02, 
ax, ду, 1 AR Gc. pt TOON 
4= | ay > аа ара 
АЛАТА ауа аты ы а атты 
= | | „2а |% a taa а, а, |, 
| B, В. | әу, В, В, ТЕН 0X, | В, В, Ox ду, В, В, | 
2 2 OR, 77 02, ANĄ | 
lecz 22 — х? — у: = 1, skąd 777) dy, ОА! 
px YA FYI 1 2 _ 2 
ү Ae Pees | 1 TST 271 Jo Д1 
stad А--?; | 2\7? Ї z 21 $ ZE 
Z MAG 27-00-2066 
і 4 ; —= Д == 
e z, "do; ER 2/5! 
қ ах ах,.а 
czyli ы Шыг Y, 
2 2 


1 
со trzeba bylo udowodnié. 

Niech 8 oznacza obszar na płaszczyźnie x, y. Powiadam, 
że całka || 0 wyraża pole P obszaru S. 

AS 

Wynika to stąd, iż: 

1. Jeżeli S i U są dwoma figurami przystającemi w zna- 
czeniu geometrji hiperbolicznej (t. j. na mocy przekształceń | 
grupy ruchu), to 


| ахау _ | ахау 
Nee \ "R 
5 
2, Addytywność. Jeżeli obszar S jest sumą dwóch obsza- 
rów <, i S,, t. j. S=S,--S,, to 
(ахау dxdy , (f dx dy | 
Jm = 6: 
s S: 


3. Jeżeli obszary Š i U są równe przez rozkład па figury 
przystające (zawsze w znaczeniu geometrji hiperbolicznej), to 
także 

pe Демі, 
2 КАТУ. 
U 
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w rzeczy samej: 


SES e U=U,+U,+...Us. 


Dalej (ЕБ! ZA E DE, 
z 0 
5: U; 
Tymczasem (addytywnošé) 
| ахау ale dxdy L ` dx dy | (ахау. 
je.. je 
Sn 
20 _ JE dxdy AI > dxdy fee A dxdy 
“ж “va “ 2 3 
U "W: Un 
Stąd | ахау | ( ахау. 
ve z . “ 2 
S U 
4. pene RA iw tym przypadku, gdy Š i U są 
5 U 


równe przez wyczerpywanie t. j. rozklad na przeliczalna (nie- 
skoñczona) liczbe czešci wzajem przystajacych. 

To samo rozumowanie, co poprzednio, wiecej przejšcie do 
granicy Ша л — co; zamiast sum skoñczonej liczby wyrazów, 
szeregi zbiezne o wyrazach dodatnich. 

5. Jeżeli obszar 5 mieści się całkowicie па płaszczyźnie 
zmiennej х, y, wewnątrz kwadratu o boku 4 =F 0, 


| | > Сй, 
$ 


Вөш 2 етіс 
А Т ахау 
Zauwazymy przytem, ze —, ша Zawsze wartość do- 
J 


datnia. 
Do każdego więc obszaru 5 przyporzadkujemy w ten spo- 


söb pewna liczbe P a 209 , роѕіайајаса wlasnošci роја. 


Każdy inny zbiór liczb podporządkowany obszarom S, speł- 
niający te same warunki, musiałby być zbiorem liczb dajmy 
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na to Q, proporcjonalnych do P, bo z własności 14, 3% i 4% 
wynika, ze liczby. Q musialyby byé funkcjami, jednowarto- 
ściowemi liczb Р, а z własności 2% i 5° wynika, ze ta zalez- 
ność funkcyjna jest zależnością linjową typu Q = £. P. 
Ponieważ wartość spółczynnika proporcjonalności k zależy 
od jednostek długości i pola, można zawsze przyjąć k=1. ` 


Pole we spółrzędnych biegunowych. 
x = Shr. cos Ө, y= Shr sin Ө, 2—'Chr. 


| Ox x | 
A де e Shr 
OY 0%] 
| or 80 | 
болаша ende: 
2 2 
a wiec | Р- \\ ахау — \ Shrdr do, 
RS “5! 


Pole we spółrzędnych prostokątnych: «in. 
х= ӨЛЕСІҢ y=Shn! z= СЕНСІН), 


ОХО 
| ðu ди 
lat í = ‚Ch? 
"|ж ay | ChuCh?n. 
| On дд | 
аха Adudn | E 
z ChuChn OŁ MI 
a więc | хау _ | Chy . аша. 
Ss Si 


Zastosujmy, Ша przykładu, te wzory do obliczenia рб! 
pewnych najprostszych figur. 


1. Pole hipercyklu. 


Niech S oznacza obszar, ograniczony brzegiem, utworzo- 
nym przez tuk М, М, hipercyklu y = A = stała, przez oś i dwie 
prostopadłe, spuszczone z punktów M, i M, na oś ņ = 0. Niech 
ja, in, = oznaczają spółrzędne банкі М, a u, in, = A ozna- 
czają spólrzedne punktu M,. Pole 
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P= \ Chndndu = | a jcn ndn = Shi . (u, — m), 
; Joey 


gdzie u, — и, oznacza rzut łuku М, М, па oś. 


2. Pole horicyklu. 


= Niech 5 oznacza obszar, ograniczony brzegiem, utworzo- 
nym przez tuk OM horicyklu Chy=e", (gdzie spółrzędne 
punktu O są u=0, | =0; a spółrzędne punktu M są u i n), 
przez oś 1 =0 i prostopadłą, spuszczoną z punktu M na oś. 
AA AN EnA i 

PE | Chndudn = | au | Ch dy = |e --14и--5-- Arctgs, 
J J 


/ v 
o o 


gdzie s = Shy = długości łuku OM horicyklu, a Arctg 5 ozna- 
cza gałąź główną funkcji arctg S, która dla s = o równa się zeru. 


3. Pole koła: r = stała. 


Өз P 
P— || Shrdoar = | do | Shrdr = {Chr — 1) (8, — 9); 
ve R 


wzór ten wyraża pole wycinka koła. Pole całego koła jest 
P= 21 (Chr — 1) = 4л Sh 


4. Pole trójkata. 
А) Trójkat prostokatny asymptotyczny t. j. 2 jednym ka- 
tem równym zeru. Taki trójkąt jest utworzony przez oś 7 = o, 
przez równoległą do osi, przechodzącą przez punkt M i przez 
prostopadłą, spuszczoną z punktu M równoległej na oś. Od- 
ległość punktu M od osi oznaczmy, jak poprzednio, przez p, 
wtedy kąt y = л(р), którą tworzy prostopadła do osi z równo- 
ległą, jest określony, jak wiemy, przez wzór cos y= Тар, 
a równanie równoległej jest Thy = Thp.e-"; p> 0. 
Oznaczmy przez 5 obszar naszego trójkąta asymptotycz- 
nego; wtedy jego pole P wyrazi się następującą całką: 


| Chndn = Shy | du, 


0 0 0 


gdzie a= Arg Th {Thpe—“}, t. j. Tha = Thp . e~“; 


P= | Chm dn du = [d 
vu A 


4* 
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ж 


5 Tip. e FQ 
a więc P= Тізе Рр. rer EISEN) aS 
— Are cos (Thp) = z —y = я 15 Ly -о| = defekt ó, 


gdzie defekt д oznacza z mniej suma katów trójkata. 
To się się stosuje i do trójkąta prostokątnego z dwoma | 
kątami równemi 0; wtedy, gdy p — œ, kąt g>0, i pole zmie- 


rza do 5=:-(5 -0- 0) = defekt. 


В) Obliczmy teraz pole czworokata trzyprostokatnego. 
Obszar 8 w tym przypadku jest ograniczony brzegiem, utwo- 
rzonym przez dwie osie и = 0 i 4 = 0, następnie przez dwie 
prostopadłe MP i MQ, spuszczone z punktu M na osie. Dłu- 
gość odcinka MQ jest š, zgodnie z naszemi poprzedniemi zna- 
kowaniami (patrz 1. 24), prostopadła zaś MP równa się 4. Dłu- 
gość odcinka OQ oznaczmy przez р, p > 0. Jeżeli ax + by + 
--cz=0 oznacza prostą MQ, to z prostopadłości prostych 
(a, b, c) i (1, 0, 0), wynika a=0; spółrzędne punktu Q są 
x=0, y= Shp, 2 = Chp. Spółczynniki b i c muszą być tak 
dobrane, by b = с? + 1 i by bShp + cChp = 0; skąd b = Chp, 
c = — Shp i równanie prostej QM jest 

Chp . у — Shp . z = 0; 


przechodząc do spółrzędnych prostokątnych y i џи, podsta- 
wiamy у = Shy, 2 = Chy Сһи, czyli równanie przybiera kształt 


Thn = Thp Chu. 
Pole czworokąta trzyprostokątnego MPOQ: 


= | Chyndndu = | dul Chy dy == | Shadu, 
ئ‎ E о о 


о 


gdzie a = аго Th (Thp Chu), 
czyli Tha = Thp . Chu; 
| 
a wiec PA ThkpChudu _ _ Вгс Ti тырды” RA 
ү1-- Tr®pCh2u ү 1 — ThepChżu 
ThpShu 


= Arctg ==; 
z eyı — Th*p Ch? и 
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oczywiście ThpChu <1, czyli Chu < т> bo Thp. Chu = 


= Thy < 1; gdy у> co, to um, przyczem Chu, = 
Nagel 
= Тір 
Oznaczmy, jak poprzednio, przez y kat przy wierzchołku M 
w czworokacie tröjprostokatnym MPOQ. Widzieliśmy poprzed- 
nio (l. 29), że cosy = Th$Thn = ThšThpChu; lecz Sh$= 


== АСА CHE= Si (patrz 1. 24, gdzie c =p); stad ThE = 


= Cthp. 


_ ShuShp _ ShuShp 
Thy ThpChu 


= ThuChp Thp Chu = Shu Shp; sin y = | 1 — Sh? u Sh?p = 

YChtp — Shp — Sh*p (С? u —1) = Chp . V1 — Th?pCh?u. A więc 
Shu . Тар 

Vi — ThzpChtu 


naszego czworokata: 


= Thu CHD; COS PZINETAPCH U = 


cotg y = 


. Znaleźliśmy poprzednio dla pola P 


RZECZ RAPA ote 2 
ү1-Терст u 
teraz możemy napisać: P= Arctg (cotg y) = R p = 2л — 


2 
3 ” ” 7; ) 5 
зар 20 (565), t. j. pole Р równa 


sie 2л mniej suma katów naszego czworoboku. 

C) Trójkat prostokatny. 

Niech ABC bedzie trójkatem prostokatnym. Ze srodka Е 
przeciwprostokątnej СВ spuszczamy prostopadłą ED па przy- 
prostokątną АС, а z wierzchołka B spuszczamy prostopadłą BF 
na prostą DE. Utworzył się czworokąt trójprostokątny ABFD, 
z kątami prostemi w A, F i D, a z kątem ostrym w В. Trój- 
kąt ABC i czworokąt ADFB są równe przez rozkład, gdyż 
trójkąty CED i EFD są przystające przez obrót (hiperboliczny) 
naokoło punktu E o kąt półpełny. Po takim obrocie odcinek BE 
przystanie do odcinka CE, punkt B padnie na punkt C; pół- 
prosta EF padnie na półprostą ED, a BF przystanie do CD, 
na mocy prostopadto 


LISTOS 
# OCHRONKI 


tte; Kn org Pl : 
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А wiec pole trójkata АВС równa sie polu czworokata 


ADFB = > — 1р == > — (= B + = С), ponieważ kat y przy В 
w czworokacie = =< B+ =< C. | 

A więc pole A ABC = P= л — [3 - = C + = B)= 
= 0 = defektowi, t. |. = л mniej suma katów w ATA 


D) Trójkąt КЕК РЕА 

Niech bedzie ABC tröjkat jakikolwiek (nieasymptotyczny). 
Z wierzchołka C spuszczamy prostopadłą CD; powstają dwa 
trójkąty prostokątne ACD i CBD. Pole trójkąta naszego ABC 
jest sumą albo różnicą pól trójkątów prostokątnych ACD 
i CBD, zależnie od tego, czy punkt D leży między AB, czy 
też na przedłużeniu tego odcinka. Z tego, iż pole trójkąta 'pro- 
stokątnego równa się л mniej suma kątów, z łatwością wypro- 
wadzamy słuszność tego twierdzenia i dla trójkąta ABC, co 
czytelnik sprawdzi sam z największą łatwością. 

E) Trójkąt asymptotyczny. 

Prostokątne trójkąty z jednym lub z dwoma kątami, rów- 
nemi zeru, były rozpatrywane poprzednio, na początku tego 
paragrafu i wynik był zawsze ten sam, iż pole równa się de- 
fektowi. Przejdźmy do rozpatrzenia przypadku trójkąta trój- 
asymptotycznego, t. j. z trzema kątami, równemi zeru. Przy- 
puśćmy więc, że trójkąt ABC posiada boki wzajemnie do siebie 
równoległe, a wierzchołki АВС są punktami niewłaściwemi. Łatwo 
sprawdzić, że istnieje prostopadła do jednego z boków *), bę- 


*) Mamy wiec następujące zagadnienie: „Przez punkt niewłaściwy 

(A, B, C) przeprowadzić prostopadłą do prostej (a, b, c). Jak wiemy, każda 
prosta pęku, wyznaczonego przez wierzchołek (A, B, C) jest kształtu (243, 
БАЖА 2) Należy ¿ określić w ten sposób, by zadość uczynić warunkowi 
а(А/--В) , b(B¿ + А) 


prostopadłości. Warunek ten daje —— "Z + С c¿=0, czyli 
А 4 Ba— Ab 
' l D H zg 2 PA: 4 
taA+bB—cC\i=Ba-—Ab, czyli ARE pT TB BETES ile aA 4+ 


-|-bB—Cc-E0. Gdy aA+bB—cC=0, to prosta (а, b, c) przechodzi 
przez punkt niewłaściwy (A, B, C), jak to łatwo sprawdzić, gdyż kładąc c = ¿ 
rówiiania PZW Ha ВЕС ać г В ya Bi A 
c=}, co dowodzi, że prosta (а, b, с) przechodzi przez punkt (A, В, С), 
W tym wypadku przeprowadzenie prostopadłej do (а, b, с) przez poz 
(A, B, C) jest rzeczą niemożliwą. 
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daca jednocześnie równoległą do dwóch pozostałych boków; ta 
prostopadła przechodzi wówczas przed odpowiedni wierzchołek 
trójkąta i dzieli trójkąt na dwa trójkąty prostokątne z dwoma 
kątami, równemu zeru. 


д Л: 


5-5--5-2--%--я-(0:-0--0). 


Wzör ogölny sprawdza sie i ж tym przypadku. Pozostaja 
jeszcze do rozpatrzenia przypadki, gdy trójkat ABC ma jeden 
albo dwa katy równe zeru, ale nie jest prostokatny. Przypa- 
dek, gdy jeden kąt równa się zeru, nie przedstawia trudności, 
bo stosujemy znowu rozkład na dwa trójkąty prostokątne przez 
spuszczenie prostopadłej z wierzchołka właściwego na bok 
przeciwległy. Ten sam rozkład można stosować i w przypadku 
trójkąta z dwoma kątami równemi zeru. 

Wynik ogólny jest więc taki: pole trójkąta równa się de- 
fektowi, t. j. л mniej suma kątów tego trójkąta. 


33. Zakończenie. 


Przez zastosowanie wyników, osiągniętych dotychczas, mo- 
glibyśmy rozwiązywać szereg zagadnień geometrycznych geo- 
metrji hiperbolicznej, mając możność stosowania do tych za- 
gadnień metod geometrji analitycznej. Przypuszczam, że czy- 
telnik nie napotkałby trudności przy rozwiązywaniu szeregu 
zadań, o ile zadania te nie są zbyt złożone, wobec tego cel 
tej pracy jest osiągnięty i na wyłożonem dotychczas poprze- 
staniemy. Natomiast praca ta wymagałaby uzupełnienia w in- 
nym kierunku. Mianowicie, opierając się na interpretacji, sta- 
raliśmy się otrzymać przy jej pomocy szereg własności figur 
geometrji hiperbolicznej, nie troszcząc się o to, czy otrzymu- 
jemy całokształt twierdzeń, wystarczających dla samodzielnego 
stworzenia całości, i jednocześnie niesprzecznych; gdyż nie- 
sprzeczność wynikała, na mocy zasady interpretacji, z nie- 
sprzeczności twierdzeń geometrji euklidesowej. A o samowy- 
starczalność także nie dbaliśmy, gdyż w każdej chwili mogli- 
byśmy czerpać ze źródła, jakiem jest, na mocy interpretacji, geo- 
metrja euklidesowa. Naturalnem więc uzupełnieniem tego artykułu 
byłoby zbadanie geometrji hiperbolicznej z punktu widzenia aksjo- 
syłamy czytelnika do prac D. Hil- 


ego „Qrundlagen der Geometrie“. 
= (BLOTE 
> 


